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Notations
Notation tensorielles

A salaire
A veteur ou tenseur
Ȧ taux du veteur ou tenseur. produit ontraté une fois: produit doublement ontraté
⊗ produit tensoriel
1 tenseur unité d'ordre 2
I tenseur unité d'ordre 4
J =

1

3
(1 ⊗ 1)

A
′ déviateur du tenseur A

Am partie moyenne de A

‖ A ‖ norme au sens de MisesAutres notations
Σ tenseur des ontraintes marosopiques
σ tenseur des ontraintes mirosopiques
E tenseur des déformations marosopiques
ε tenseur des déformations mirosopiques

Ee tenseur des déformations élastiques marosopiques
Ep tenseur des déformations plastiques marosopiques
Eth tenseur des déformations thermiques marosopiques
π dissipation mirosopique
Π dissipation marosopique
σi ontrainte à l'interfae matrie-inlusion
u veteur des déplaements
T température
σ̄ ontrainte d'éoulement
S paramètre de forme
f porosité 15



16 Notations



Introdution
Le besoin grandissant des entreprises à répondre aux exigenes de �abilité et dequalité de leurs produits tout en optimisant les oûts et les délais de réalisationles pousse à prendre en onsidération tous les fateurs entrant dans le proessusde oneption de pièes méaniques. Parmi es fateurs, il y a lieu de iter laprédition de la rupture des strutures sous ertains hargements. L'étude de eparamètre fait souvent appel à la simulation numérique qui néessite l'utilisationde lois de omportement "avanées" pouvant dérire la dégradation du matériauen ours de déformation.L'endommagement est le méanisme physique qui dérit le mieux la ruine généra-lement dutile des matériaux métalliques. Il est aujourd'hui reonnu que e modede rupture survient suivant trois stages suessifs que sont la nuléation (ou ger-mination) des avités, leurs roissanes sous l'e�et d'un hargement approprié etla oalesene des vides à un stade plus avané de la déformation, omme indiquésur la �gure 1.L'approhe loale dérit les e�ets assoiés à es trois stages. En partiulier, l'anta-gonisme entre l'érouissage du matériau et son adouissement suite à la roissanedes miroavités puis la perte totale de rigidité pour des niveaux de porosités rela-tivement élevés sont onvenablement pris en ompte. Cette théorie se déomposeen deux branhes : l'approhe thermodynamique phénoménologique et l'approhemiroméanique physique. Les fondements de es deux branhes sont sensiblementdi�érents ; alors que l'approhe multi-éhelles se base sur des onepts mathéma-tiques rigoureux (représentation loalisation et homogénéisation), pour modéliserles trois méanismes physiques de la rupture dutile, elle des milieux ontinusendommageables se fonde sur les prinipes de la thermodynamique des proessusirréversibles (TPI).Plusieurs modèles ont été formulés dans le adre de ette théorie. On peut leslasser dans deux atégories : les modèles � ouplés � pour lesquels l'endomma-gement est lié à la déformation plastique par l'intermédiaire d'un ritère, et lesmodèles � non ouplés � pour lesquels des lois d'évolution de l'endommagementont été établies indépendamment de la loi de omportement du matériau. Parmiles modèles � non ouplés �, nous pouvons iter les modèles miroméaniques deMClintok [MC68℄ et de Rie et Traey [RT69℄, ou enore le modèle17
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Fig. 1 � Shématisation des méanismes de la rupture dutile.de Lemaitre (1985) qui a été obtenu dans le adre de l'approhe thermodyna-mique. En pratique, les modèles � non ouplés � jouent un r�le d'indiateur del'évolution du dommage sans pour autant avoir une in�uene sur le omportementglobal du matériau, e qui est en soi une limitation onséquente. Pour ombleres faiblesses, des modèles � ouplés � ont été développés tel que le modèle deRousselier [Rou87℄ qui est un modèle basé sur les prinipes de thermodyna-mique des proessus irréversibles, ou enore le élèbre modèle miroméanique deGurson [Gur77℄, qui a été obtenu dans le adre de l'analyse limite d'un VolumeÉlémentaire Représentatif (V.E.R.) sphérique ou ylindrique ontenant une avitéde même forme. Pour ette dernière loi de omportement, il est supposé que le videonserve sa forme au ours du hargement. Ce modèle, qui omprend un ritèrede plastiité, une loi d'éoulement régie par la règle de normalité et une loi d'évo-lution de la porosité, a eu un grand suès et a fait l'objet de plusieurs extensionset améliorations [Yam78, CN80, Tve81, TN84, NT84, Ara87, KN88, PL90, Per92,GLD93, BSH95, LPD95, BBP99, Leb03℄. Une de es ontributions est due à Go-loganu et al. [GLD93, GLD94, GLD97℄ qui ont proposé une extension au asde avités non sphériques pouvant hanger de forme au ours du hargement. Cesauteurs ont suivi une analyse semblable à elle de Gurson ette fois-i appliquéeà un V.E.R. ellipsoïdal aplati ou allongé ontenant une avité de même forme etqui lui est onfoale. La nouvelle loi de omportement, onnue sous le nom dumodèle GLD1, introduit une variable interne supplémentaire qu'est le paramètrede forme.1En référene aux auteurs Gologanu, Leblond et Devaux



19Les lois phénoménologiques, omparativement à elles établies dans le adre desonepts miroméaniques, ont déjà montré leurs apaités à prédire l'endommage-ment du matériau au ours du hargement. Cela peut s'expliquer partiulièrementpar :
◆ la formulation moins omplexe de es modèles, e qui permet des rédutions detemps, et par onséquent des oûts de alul ;
◆ le développement de méthodologies numériques et expérimentales permettantl'identi�ation des di�érents paramètres de es lois [Khe04, Ber01℄.Les obstales ités préédemment, auxquels a été onfrontée l'approhe miro-méanique semblent aujourd'hui dépassés, ou tout au moins réduits, notam-ment grâe au développement de gros alulateurs et de méthodes d'identi�a-tion [Ben00, BBP04a℄.La simulation du omportement méanique des métaux en ours de mise en formea été d'un grand apport pour l'optimisation des proédés de fabriation. Cepen-dant, le domaine de la prédition numérique des zones d'endommagement et desonditions de son amorçage reste enore ouvert. En e�et, l'étude de la ruine desorps méaniques pendant de telles opérations doit prévenir l'apparition de �ssuresinternes ou surfaiques ainsi que leurs propagations pour provoquer la rupture to-tale de la struture. En général, une telle dégradation implique ouramment desgrandes déformations irréversibles qui ontribuent au développement de zones deloalisation des déformations provoquant ainsi l'apparition de di�érents défauts.Par exemple, les �ssures en surfae apparaissent en général lors des proess d'éra-sement et de laminage, alors qu'on retrouve les �ssures internes lors de l'extrusionet le �lage. Cependant, l'apparition de tels défauts peut être souhaitée omme dansla ironstane du proédé de déoupe, où il jouent un r�le "favorisant" quand ilss'amorent dans les régions de déoupe.Il apparaît de e qui préède que le grand nombre de paramètres qui ontr�lentle proessus de déformation néessite des modélisations �nes inluant l'évolutionde la mirostruture du matériau sur la réponse globale de la pièe en ours deformage. Il s'ensuit que l'approhe multi-éhelles de la rupture dutile peut s'avé-rer intéressante à exploiter. Le présent travail de reherhe se situe dans le adredes deux idées itées i-dessus et qui peuvent se résumer en es termes : les mo-dèles miroméanique sont-ils appropriés pour la prévision de l'endommagementdes matériaux dutiles lors des proédés de mise en forme ?La réponse à donner à ette problématique est faite d'une manière graduelle àtravers e mémoire de thèse qui est omposé de quatre hapitres :Dans le premier hapitre, nous rappelons les deux branhes omposant l'approheloale de la rupture dutile : l'approhe phénoménologique et l'approhe miro-méanique. Puis nous présentons les trois méanismes physiques qui gouvernent laruine dutile des métaux en rappelant quelques modèles établis pour dérire haun



20 Introdutiond'eux. Nous dérivons ensuite le modèle GTN2, extension du modèleGurson, et lemodèle GLD. Nous proposons à la �n du hapitre une extension du modèle GLD auas où l'éhau�ement thermique d'origine méanique dû à la déformation plastiquedu matériau au ours du hargement est pris en ompte. Le ouplage température-plastiité-endommagement ainsi e�etué est ensé mieux rendre ompte de l'étatde la mirostruture, notamment en raison de l'adouissement thermique qui y estgénéré.Un rappel des shémas impliite et expliite de résolution d'un problème méa-nique et/ou thermoméanique adiabatique est donné dans le deuxième hapitre.Dans le as d'un omportement thermoméanique non adiabatique, nous présen-tons le shéma de résolution expliite séquentiel qui permet une résolution en deuxtemps : alul de la solution méanique et de la dissipation plastique orrespon-dante, puis estimation de l'éhau�ement thermique générée par ette dissipation.Nous dérivons ensuite la proédure suivie pour l'implémentation du modèle GLDdans le ode de alul Abaqus en utilisant le shéma d'intégration loal proposépar Aravas [Ara87℄. Nous abordons par la suite les préautions à prendre lors del'implémentation du modèle GLD pour pouvoir l'utiliser dans le adre de l'hypo-thèse des grandes déformations. Ces dernières jouent un r�le important lors de lasimulation des proédés de mise en forme. Notons en�n que l'implémentation dumodèle GTN s'est faite de la même manière que elle du modèle GLD.Le troisième hapitre est onsaré à la validation de l'implémentation du modèleGLD. Nous proposons d'abord une tehnique de alul expliite de ellules per-mettant de maintenir une triaxialité onstante au ours du hargement. Cetteméthode peut être utilisée aussi bien dans le as d'une matrie dense que po-reuse [OOS06, SOOB07℄. Nous omparons les résultats obtenus ave le modèleGLD, en utilisant la tehnique préédente, ave eux obtenus à partir des alulsde ellules élémentaires. Nous e�etuons ensuite deux études numériques de tra-tion d'éprouvettes. La première, e�etuée en utilisant les modèles GLD et GTNonerne la tration d'une barre ylindrique lisse. Cette appliation permet demettre en évidene le r�le du hangement de forme des avités lors d'un harge-ment de tration monotone et unidiretionnel. La deuxième étude est un essai detration d'une éprouvette axisymétrique entaillée. Elle est réalisée dans le but defaire ressortir le r�le du ouplage thermoméanique.Le quatrième hapitre est dédié à l'appliation du modèle GLD à des proédésindustriels. Les proédés de mise en forme hoisis sont l'érasement de lopins, l'em-boutissage d'une t�le et le laminage d'une barre. Dans les deux premiers exemples,nous omparons les résultats des simulations numériques ave eux obtenus expé-rimentalement a�n de véri�er la pertinene de l'utilisation des modèles GTN ETGLD en mise forme des matériaux. Dans la dernière appliation, nous réalisons uneétude sur l'in�uene de di�érents paramètres qui gouvernent le laminage, y om-pris l'e�et du ouplage thermoméanique. Les résultats de l'érasement des trois2En référene aux auteurs Gurson, Tvergaard et Needleman



21lopins ont été omparés à eux obtenus par Gouveia et al. [GRM96, GRM00℄,quant aux travaux expérimentaux onernant l'essai d'emboutissage, ils sont tirésdes travaux du Cetim/Senlis[Khe04, KOK07℄.
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Chapitre 1
Rupture dutile - aspets théoriqueset modélisation
1.1 IntrodutionLa méanique de la rupture des matériaux est une siene qui a pour but deprévoir et prévenir l'apparition et la propagation de défauts dans les strutures.Son essor a été possible grâe au développement des industries de pointe tellesque l'aéronautique et le nuléaire [Leb98℄. Elle est généralement subdivisée endeux sous-disiplines3 : la méanique de la rupture fragile et la méanique dela rupture dutile, qui sont gouvernées par des méanismes fondamentalementdi�érents. Cette di�érene se manifeste à l'éhelle marosopique à travers le r�leque joue la plastiité au ours de es deux modes de rupture. Elle est supposée peuimportante dans le as de la rupture fragile (sauf au voisinage immédiat du frontde �ssure : plastiité on�née en pointe de �ssure). En revanhe, elle joue un r�leessentiel pendant la rupture dutile des matériaux au point de négliger, le plussouvent, l'e�et de l'élastiité (plastiité "envahissante" ou éoulement plastiquelibre).Un des travaux pionniers dans le adre de la rupture fragile est dû à Grif-fith [Gri20℄ qui a établi un ritère de rupture énergétique dans le but de prédire lapropagation des �ssures dans les strutures. Le suès renontré par ette analysea poussé les sienti�ques à essayer de transposer les raisonnement et méthodes dela rupture fragile à la rupture dutile. Cette façon de proéder est onnue sous lenom d'approhe globale de la rupture ou enore sous le nom de méanique élas-toplastique de la rupture. Par analogie au ritère de Griffith, Rie [Ri68℄ aproposé un ritère de rupture pour matériaux élastoplastiques dutiles en intro-duisant la notion d'intégrale de ontour, notée généralement J . La rupture dutile3Dans le as de hargements monotones, 'est-à-dire exeption faite de la rupture par fatigue23



24 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationdu matériau survient quand J atteint la valeur ritique Jc, appelée aussi tenaité.L'approhe globale sou�re ependant de la transférabilité des données des éprou-vettes tests aux strutures. Cette limitation était prévisible ar ette approhe neprend pas en ompte ertaines zones ritiques qui sont le siège de fortes ontraintes.Pour palier es insu�sanes une autre approhe, utilisant ette fois-i sur une mo-délisation plus �ne des méanismes physiques de l'endommagement dutile quesont :
◆ la germination des avités, qui survient le plus souvent, soit par déohésion àl'interfae matrie-inlusion, soit par rupture des inlusions ;
◆ la roissane de es avités par éoulement plastique de la matrie ;
◆ et la oalesene de es avités onduisant à la formation d'une �ssure maro-sopique.s'est développée. L'approhe loale de la rupture se di�érenie par le fait qu'elleétudie l'évolution des di�érentes variables qui aratérisent le omportement desmatériaux (ontraintes, déformation, érouissage...) et son endommagement (po-rosité, variables d'endommagement salaire ou tensorielles, fateur de forme desavités, leurs espaements...) en haque point de la struture. Elle peut aussi pré-voir l'amorçage de la �ssure à un stage mirosopique et suivre son évolutionjusqu'à sa propagation �nale.Nous donnons dans e qui suit une desription des méanismes physiques quiaompagnent la rupture dutile des matériaux. Nous ommençons par présenterdeux approhes utilisées pour modéliser la rupture dutile des matériaux, puisnous exposons ave plus de détails les trois phases de la rupture dutile ainsique quelques modèles proposés dans la littérature pour dérire haune d'elles.Les deux modèles de omportement des matériaux endommageables utilisés dansette étude que sont le GTN et le GLD ainsi que les étapes prinipales de leursobtentions sont ensuite dérits. Nous proposons à la �n du hapitre une extensiondu modèle GLD dans le but de tenir ompte de l'éhau�ement thermique dû à ladissipation plastique qui peut s'e�etuer dans des onditions adiabatique ou non.1.2 Deux approhes de la rupture dutileDeux approhes sont ouramment utilisées pour la modélisation loale de larupture dutile des matériaux. Il s'agit de l'approhe thermodynamique phé-noménologique [Ger73, Ger86, LC85℄ et de l'approhe miroméanique phy-sique [MC68, RT69, Gur77℄. En plus des di�érenes dans les fondements théo-riques sur lesquels se basent les deux approhes, il y a lieu de préiser que lavariable d'endommagement qui aratérise l'approhe miroméanique est la po-rosité, alors que pour l'approhe phénoménologique, la variable d'endommagementpeut être la porosité, omme dans le as du modèle de Rousselier [Rou87℄, ou tout



1.2. Deux approhes de la rupture dutile 25autre variable salaire ou tensorielle aratérisant la dégradation du matériau sou-mis à un hargement.1.2.1 Approhe thermodynamique phénoménologiqueElle fait usage des prinipes de la thermodynamique des proessus irréversibles quirepose sur la théorie de la méthode de l'état loal. Cette dernière stipule que l'élé-ment de volume d'un milieu ontinu thermostatique peut être aratérisé par unnombre �ni de variables internes qui dérivent son évolution. En plus des prinipesd'objetivité, de respet de la symétrie de la matière et de onsistane4 que doitsatisfaire toute loi de omportement, elles établies dans le adre de l'approhe phé-noménologique doivent véri�er l'inégalité fondamentale de la thermodynamique.Cette dernière, onnue sous le nom de l'inégalité de Clausius-Duhem, fournitune ondition néessaire de l'existene d'un potentiel thermodynamique assoiéaux variables internes. Elle est donnée par
ρ

(

T
∂s

dt
− de

dt

)

+ σ : ε̇ − q

T
≥ 0 (1.1)où ρ, s, T et q désignent respetivement la masse volumique, l'entropie massique,la température et le �ux de haleur reçu par le matériau.Les étapes de la formulation des lois de omportement dans la adre de la ther-modynamique des proessus irréversibles peuvent être regroupées omme suit :

◆ hoix des phénomènes physiques (élastiité, plastiité, endommagement, et) etdes variables qui s'y rapportent ainsi que des variables assoiées ;
◆ hoix du potentiel d'état : dé�nition des variables d'état ;
◆ analyse des dissipations : dé�nition des relations omplémentaires.Nous présentons, à titre d'illustration, deux modèles obtenus dans le adre de etteapprohe.Lemaitre (1985) a proposé une loi de omportement pour des matériauxélastoplastiques endommageables. Ce modèle emploie le onept de ontrainte� e�etive �, introduit par Kahanov [Ka58℄, qui est déduit de l'hypothèse del'équivalene en énergie élastique développée par Cordebois et Sidoroff [CS79℄et qui s'énone omme suit :L'énergie élastique d'un milieu endommagé sous la ontrainte réelle Σet la déformation élastique réelle Ee est égale à elle du milieu sainsoumis à la ontrainte e�etive Σ̃ et la déformation élastique e�etive

Ẽ
e.4'est-à-dire véri�ation des lois de onservation de la matière (masses et quantité de mouve-ment).



26 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationL'hypothèse d'équivalene préédente a ensuite été généralisée à l'équivalene enénergie totale [SFB94℄. La ontrainte e�etive s'exprime par
Σ̃ =

Σ

1 −D
(1.2)où D est la variable d'endommagement : D = 0 pour un matériau non-endommagéet D = 1 pour un matériau totalement endommagé.En hoisissant l'énergie libre de Helmholtz Υ omme potentiel thermodyna-mique, l'inégalité (1.1) onduit dans l'hypothèse des petites perturbations iso-thermes aux équations :

Υ (Ee, D, r) = Υe (Ee,D) + Υp (r,D)
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r (1.4)où :










S0et s0 sont les paramètres de l'endommagement ;
Λ̃, le tenseur des modules élastiques e�etifs;
Y, la fore thermodynamique assoiée à la variable d'endommagement D.Lemaitre a établi l'expression suivante de Y :

Y = −
Σ2
eq

2E (1 −D)2

[

2

3
(1 − ν) + 3 (1 − 2ν)

(

Σm

Σeq

)2
] (1.5)où Σm et Σeq sont respetivement la ontrainte moyenne et équivalente. E et νsont le module de Young et le oe�ient de Poisson.Rousselier (1987) a proposé un ritère de plastiité pour matériaux poreuxqui dérive d'une analyse thermodynamique [Rou87℄. Le potentiel thermodyna-mique hoisi s'érit sous la forme :

ϕ = ϕe (Ee) + ϕp (p) + ϕβ (D) (1.6)où p est la variable d'érouissage et D la variable d'endommagement.



1.2. Deux approhes de la rupture dutile 27Le potentiel plastique pour matériaux endommageables Φ
(

Σ̃m, Σ̃eq, P, Y
) proposépar Rousselier s'érit :
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ρ
est le tenseur des ontraintes e�etives ;

P, la fore thermodynamique assoiée à la variable d'érouissage p;
Y, la fore thermodynamique assoiée à la variable d'endommagement D ; et
ρ, la densité atuelle du matériau.En hoisissant la fontion d'endommagement sous la forme :

Y (D) = σ1f (1.8)où σ1 est relié à la ontrainte d'éoulement du matériau par la relation σ1
∼=

2σ̄ (p) /3, Rousselier a proposé le potentiel suivant :
Φ (Σm,Σeq, σ̄, ρ) =

Σeq

ρ
+ CRσ1f exp

(

Σm

ρσ1

)

− σ̄ (p) (1.9)où f et σ̄ (p) sont respetivement la porosité et la ontrainte d'éoulement dumatériau et CR, un paramètre qui est déduit de tests. La valeur de CR varie entre
1, 5 et 2.Le ritère de Rousselier présente la propriété remarquable de pouvoir rendreompte des observations de Koplik et Needleman [KN88℄ en e qui onernel'arrêt de la progression du �an latéral de la ellule élémentaire lors de la phase deoalesene5.1.2.2 Approhe miroméaniqueL'approhe miroméanique s'intéresse à modéliser la rupture dutile des maté-riaux à des éhelles très �nes pour remonter ensuite à l'éhelle marosopique enappliquant des onepts miroméaniques rigoureux (représentation, loalisationet homogénéisation). La formulation des lois de omportement dans le adre del'approhe miroméanique se fait en général suivant trois étapes :
◆ dé�nition de la omposition de la mirostruture du V.E.R à partir de para-mètres morphologique et rhéologique : proessus de représentation ;5Cette onstatation se traduit, rappelons-le nous, par l'annulation de la omposante radialedu tenseur taux de déformation [BD01℄.



28 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisation
◆ expression des données sur les ellules loales en fontion des grandeurs maro-sopiques : proessus de loalisation ;
◆ dé�nition des omportements moyens loaux sur le V.E.R, puis déterminationdes grandeurs marosopiques du V.E.R en prenant des moyennes appropriées :proessus d'homogénéisation.MClintok [MC68℄ et Rie et Traey [RT69℄ ont été les pionniers à pro-poser des modèles miroméaniques de roissane de avités. Ces ritères ont lapartiularité d'appartenir à la atégorie de modèles � non ouplés �6 pour lesquelsla déformation plastique n'est pas ouplé à l'endommagement (la porosité f) parl'intermédiaire d'un ritère.La partiularité de l'apparition hronologiquement tardive des potentiels plastiquesd'endommagement dans l'approhe miroméanique fait que les premiers modèlesmiroméaniques, 'est-à-dire les modèles � non ouplées � jouaient en pratiqueun r�le d'indiateur de l'évolution de l'endommagement, sans in�uene sur le om-portement global du matériau. En e�et, une desription � ouplée � des proessusd'endommagement des matériaux doit ouvrir au moins deux aspets7 :
◆ l'évolution de la variable d'endommagement, 'est-à-dire le hangement du vo-lume des avités,
◆ et l'adouissement (ou le durissement) du matériau à ause de ette évolution.
1.3 Méanismes physiques de la rupture dutileIl est aujourd'hui admis que la rupture dutile des métaux survient suivant troisstages que sont la nuléation, la roissane et la oalesene des avités. Ces phasesne sont en réalité suessives que lorsque l'on étudie un vide isolé. En e�et, alorsque ertaines avités ommenent à nuléer en un endroit de la struture sous er-taines onditions de hargement, d'autres se trouvent en pleine phase de roissane.Il est aussi rapporté dans la littérature que les détails de haun de es méanismespeuvent varier d'un matériau à un autre selon l'état de ontrainte qui règne dansla struture ou dans une partie de elle-i [VSCL+85℄. Dans ette setion, nousdonnons une desription des trois stages ainsi que de quelques modélisations or-respondant à haun d'eux.6Les premiers modèles ouplés ont ommené à apparaître dans les années 70, le plus élèbred'entre eux est dû à Gurson [Gur77℄. Ce modèle ainsi que ses extensions sont présentés dans lasetion (1.4).7Cette ondition n'est pas limitative. En e�et, d'autres aspets importants tels que l'e�et duhangement de forme et d'orientation des avités et la présene d'inlusions dans le matériau ontété introduits par la suite [PCZ94, KAP00, APC04, GLD97, Gol97, SL04b, SL04a℄.



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 291.3.1 Nuléation des avités1.3.1.1 Desription du méanismeLa nuléation des avités orrespond à la réation de vides généralement au niveaudes inlusions soit par déohésion de l'interfae partiule-matrie, soit par ruptureinterne de l'inlusion omme le montre le shéma de la �gure (1.1).Cette situation a été observée expé-
DécohésionRupture

interne

10µm100µm

Fig. 1.1 � Shématisation de la nuléa-tion des avités.
rimentalement pour la première foispar Tipper, rapporté par St- one etal. [VSCL+85℄.Elle provient essentielle-ment de la loalisation des hamps deontrainte et déformation au voisinagedes partiules de seonde phase. En equi onerne les métaux, la nuléationsurvient en général par �ssuration desgrosses partiules sous l'e�et du har-gement pour donner naissane aux a-vités de première population, alors queles avités de deuxième et troisième populations apparaissent par déohésion àl'interfae partiule-matrie [VSCL+85, GM87, Ben00℄. Ce deuxième mode de ger-mination est provoqué soit par la séparation des faes de la partiule et de lamatrie initialement en ontat, soit par glissement relatif de es deux faes, sansouverture de la avité. Des études expérimentales et théoriques ont montré que lagermination de avités dépend de plusieurs paramètres liés au système matrie-inlusion [Arg95, Arg75℄ :Les paramètres morphologiques sont eux liés à la mirostruture du ma-tériau. On peut iter la nature du matériau omposant les inlusions, la forme etl'orientation de es dernières, ainsi que leurs tailles et leurs frations volumiques.Les paramètres rhéologiques dé�nissent singulièrement le omportement desdeux onstituants. Ce sont essentiellement les modules de Young de la matrie
E(M)et de l'inlusion E(I), leurs oe�ients de Poisson ν(M) et ν(I), les propriétésd'éoulement de la matrie σ(M)

0 et n(M) et éventuellement eux de l'inlusion σ(I)
0 et

n(I)... où n(I) et n(M) sont respetivement les exposants d'érouissage de l'inlusionet de la matrie. En général, la germination de nouvelles avités est propie dansle as où les rigidités de la matrie et de l'inlusion sont très di�érentes8.8Il est à noter que la nuléation de nouveaux vides est ampli�ée dans la situation où lesinlusions sont plus rigides que la matrie.



30 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationLes paramètres de hargement onernent l'orientation des axes prinipauxdes ontraintes ainsi que l'état de hargement qui peut être de ompression ou detration. Des analyses expérimentales ont abouti à la possibilité de germination denouvelles avités par �ssuration de la matrie au voisinage de l'inlusion. Ce modede nuléation a été notamment observé par Benzerga qui a noté qu'il survenaità un stade tardif du proessus de germination [Ben00℄.1.3.1.2 Modèles de germinationUn des premiers modèles de germination des avités est dû à Gurland etal. [GP63℄ qui ont proposé un ritère énergétique de nuléation par rupture departiules de formes sphériques. Plusieurs autres modèles de germination de a-vités ont été proposés. Certains ont été obtenus en exploitant les résultats deGurland et al. [Arg75, FG81a, FG81b℄, d'autres en étudiant expérimentalementla nuléation dans ertains matériaux [Ber81℄. Needleman et Rie [NR78℄ ontdéveloppé un ritère de nuléation phénoménologique [NR78℄.Modèle d'Argon : Argon et al. [Arg75, Arg76, Arg95℄ ont analysé la dis-tribution des ontraintes et déformations autour d'une partiule rigide de formeylindrique dans le as d'un hamp de déformation lointain E∞
11 = −E∞

22 . Ils ontmontré que la ondition énergétique de Gurland et al. [GP63℄ était néessairemais pas su�sante et qu'elle doit s'aompagner de la ondition que la ontrainteau niveau de l'interfae σi soit supérieure à la limite de tration σ0.Dans le as où l'érouissage de la matrie est non-linéaire, ils ont trouvé que laontrainte au niveau de l'interfae σi peut être bornée par :
3

2
τ̄ ≤ σi ≤ 2τ̄ (1.10)où τ̄ est la ontrainte d'éoulement en isaillement. Et puisque dans la situationoù le hamp de déformation n'est pas purement tangentielle la omposante hydro-statique Σm doit être soustraite de la ontrainte à l'interfae σi, ils ont proposé leritère :

σi = AAΣeq + Σm (1.11)où l'approximation σ0 ≈
√

3 τ̄ est employée, et où τ̄ est remplaée par la ontrainteéquivalente de von Mises Σeq. AA = 1 pour des inlusions ylindriques et AA =
1, 77 pour des inlusions sphériques [MM86℄. Un défaut de e modèle est qu'ilne prend pas en ompte l'e�et de taille des avités ou e qui revient au même,l'interation entre vides.



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 31Modèle de Beremin : Le groupe Beremin [Ber81℄ ont proposé un ritère degermination de avités. Celui-i a été établi en analysant des setions longitudinalesde di�érentes éprouvettes rompues lors d'essais de tration. Les résultats ainsiobtenus sur un aier A508 ont été ensuite omparés à des aluls éléments �nis.La ontrainte ritique de rupture à l'interfae matrie-inlusion σi s'érit don :
σi = ΣI +

K (Sp)

cB
(Σeq − σ̄) (1.12)où ΣI est la ontrainte prinipale maximale, cB un oe�ient qui prend en omptel'érouissage loal de la matière et K (Sp) un paramètre dépendant de la formedes inlusions. Bien que e ritère soit largement utilisé pour dérire la phase denuléation [FMT87, BBS99, HBP05, LSP06℄, il présente ependant la faiblessede ne pas expliquer le passage d'un mode de nuléation par rupture interne àelui par déohésion, selon l'orientation des partiules par rapport à la diretionde hargement maximale [Ber01℄. Bien que ette modélisation soit plus rihe queelle proposée par Argon et al. (1.11), vu qu'elle prend en ompte la forme despartiules, elle se réduit ependant à ette dernière pour des partiules sphériqueset une matrie non érouissable.Modèle de Needleman et Rie : Ces auteurs ont élaboré un ritère denuléation piloté par la ontrainte d'éoulement σ̄ et de la ontrainte moyenne Σmsuivant la formule [NR78℄ :

ḟn = A ˙̄σ+BΣ̇m (1.13)où ˙̄σ = ~ε ˙̄εp est le taux de ontrainte d'éoulement lié au taux de déformationplastique umulée par l'intermédiaire du module plastique ~ε
9. La relation (1.13)o�re la possibilité de ontr�ler la nuléation des avités soit par la déformationplastique umulée B = 0, A > 0, soit par la ontrainte normale maximale B >

0, A = 0, soit par les deux en même temps B > 0, A > 0. Dans la premièresituation (B = 0 et A > 0), Chu et Needleman [CN80℄ ont supposé que lagermination de nouveaux vides suit une distribution normale ave une déformationmoyenne εN et un éart type sN :
ḟn =

fN

sN
√

2π
exp

[

−1

2

(

ε̄p − εN
sN

)2
]

˙̄εp (1.14)où fN est la fration volumique de avités dont l'amorçage est gouverné par ladéformation plastique umulée. Les mêmes auteurs proposent les valeurs sN = 0, 1,
εN = 0, 3 et fN = 0, 04. Ces dernières sont largement utilisées dans la littérature.9Dans le as d'une matrie ayant un omportement thermoméanique, l'in�uene de la tem-pérature T doit être prise en ompte : ˙̄σ = ~ε ˙̄εp + ~εṪ . Une telle étude n'a jamais été e�etuéeà notre onnaissane.



32 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationCependant, le hoix de es trois paramètres doit se faire ave préaution aprèsétude de la mirostruture du matériau [BD01℄. En e�et, les valeurs préédentessigni�ent que la moitié des inlusions présentes dans le matériau est rompue pourune déformation umulée ε̄p = 0, 3, et qu'à un niveau de déformation ε̄p = 0, 5 laquasi-totalité de es inlusions sont rompues. Alors que des études expérimentalesont montré, omme nous l'avons vu préédemment, que la germination des avitésdépend de plusieurs fateurs.1.3.2 Croissane des Cavités1.3.2.1 Desription du méanismeLa phase de roissane orrespond au grossissement de volume des avités déjànuléées. Elle se produit en raison de l'éoulement plastique de la matrie quiprovoque un durissement de elle-i autour du vide.Les frontières de la avité deviennent
10µm100µm

Fig. 1.2 � Shématisation de la rois-sane des avités.
alors solidaires de la matière et évo-luent ave elle suivant le hargement(�gure 1.2).Il a été observé expérimen-talement que la phase de roissanepeut ommener avant la déohésiontotale de la matrie autour de l'in-lusion. Cette situation pose le pro-blème du r�le de la partiule lors de laroissane qui aura tendane à ontenirette roissane le long des surfaes res-tant en ontat. Notons aussi que rienn'interdit à e que la déohésion reste inomplète jusqu'à oalesene. Un modèleprenant en ompte la roissane et la oalesene des avités en présene d'in-lusions a été proposé par Siruguet et Leblond [SL04a, SL04b℄. Il permet demettre en évidene l'in�uene de la présene de partiules sur la rupture dutiledes matériaux.Des études ont abouti au résultat que la roissane des avités dépend essentielle-ment de deux paramètres [Tve81, Gol97, GLD97, Ben00, BBP04a, BBP04b℄ :L'interation entre avités : dans la situation où les frations volumiques devides sont faibles, l'évolution de leurs volumes peut être onsidérée indépendantede elle des avités situées dans leurs voisinages. Cette ironstane onerne lamajorité des modélisations de ette phase qui adoptent les hypothèses simpli�a-tries que e méanisme s'e�etue :



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 33
◆ d'une manière non ontrainte, 'est-à-dire que la nuléation de avités est totaleet instantanée ;
◆ sans interations ave d'autres vides, 'est-à-dire que les avités sont supposéesassez éloignées les unes des autres pour pouvoir négliger l'interation des hampsméaniques qui les entourent.Cependant dès que l'ordre de grandeur des porosités devient relativement élevé,les vides ommenent à interagir. Par onséquent, une analyse plus �ne inluantes e�ets doit être utilisée.Le taux de triaxialité : la roissane des volumes des avités est sensible àl'état de ontrainte qui règne autour d'elles. Cette dépendane est selon plusieursétudes liée à la triaxialité T 10 qui règne dans le matériau.MClintok [MC68℄et Rie et Traey [RT69℄ ont établi une relation exponentielle entre le taux deroissane des avités et la triaxialité.Benzerga et al. [Ben00℄ ont mené une étudeexpérimentale pour mettre en évidene le r�le de ette dernière sur la roissane desvides. Pour ela, ils ont e�etué des essais de tration sur des barres axisymétriquesentaillées en aier ferrito-perlitique de lasse X52. Le paramètre d'entaille ζ deséprouvettes est donné par la relation ζ = 10

r

R
, où r est le rayon de l'entaille et Rle rayon de la setion minimale de l'éprouvette omme le montre la �gure 1.3-a.L'e�et de ette grandeur a été pris en ompte en hoisissant trois valeurs du rayond'entaille initial et en gardant le même rayon de la setion minimale : plus le rayonde l'entaille r est grand, plus ζ est grand, e qui implique que la triaxialité Test petite. Les barreaux utilisés sont désignés par AERζ . Les �gures 1.3-b, 1.3-et 1.3-d représentent trois avités situées au entre des trois éprouvettes dont lesparamètres d'entaille sont respetivement ζ = 2, ζ = 4 et ζ = 10.Les �gures 1.3-e et 1.3-f résument les mesures quantitatives des dimensions desavités, selon la longueur dL et selon la largeur dS, rapportées aux dimensionsmoyennes initiales des inlusions MnS, (dL)0 dans le sens longitudinal et (dS)0dans le sens de la largeur, en fontion de leurs positions radiales r normalisées parrapport au diamètre de la setion minimale après rupture φmin. Il est à noter surla �gure 1.3-f que la roissane des vides est plus élevée au entre que dans lesrégions prohes du bord extérieur de l'éprouvette. Le taux de roissane latéralede la avité entrale est plus important dans le as de fortes triaxialités (ζ = 2),il est d'environ 9 fois l'épaisseur moyenne initiale. Alors qu'il est de l'ordre de 5fois ette épaisseur pour des triaxialités moyennes (ζ = 4) et 3, 5 fois l'épaisseurinitiale pour de faibles triaxialités ζ = 10. En�n, nous observons sur la �gure 1.3-eque les niveaux de roissane sont plus importants au entre de la barre pour unetriaxialité forte omparativement à eux des vides sous faible triaxialité.Notons en�n que plusieurs autres études ont été e�etuées dans le but d'analy-ser l'in�uene d'autres paramètres tels le oe�ient d'érouissage Budiansky et10La triaxialité est dé�nie omme le rapport de la ontrainte moyenne Σm à la ontrainteéquivalente Σeq : T = Σm/Σeq
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radial des cavités                 Fig. 1.3 � Taux de roissane des avités dans des éprouvettes axisymétriquesentaillées en aier [Ben00℄al. [BHS82℄, la vitesse de déformation et la température Hao et Broks [HB97℄,Needleman et Tvergaard [NT85℄.

1.3.2.2 Modèles de roissanePlusieurs travaux ont été menés dans le domaine de la modélisation de l'évolu-tion du volume des vides au ours du hargement ([MC68, RT69, Gur77, Tve81,NT84, PL90, GLD93, GLD94, GLD97, SL04a℄). Nous présentons quelques résul-tats des travaux entrepris parMClintok [MC68℄ et Rie et Traey [RT69℄.Ces deux auteurs ont proposé des ritère de roissane des avités sphériques etsphéroïdales pour des matries parfaitement plastiques et érouissables.



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 35MClintok a élaboré une loi d'évolution d'une avité elliptique noyée dansune matrie érouissable obéissant à une loi d'érouissage de type σ̄ = Kεn, où nest le oe�ient d'érouissage. Elle est donnée par
Ṙ

R
=

√
3

2 (1 − n)
sinh

(√
3 (1 − n) T

)

˙̄Ep (1.15)où R est le rayon moyen de l'ellipse.MClintok a aussi proposé un ritère de roissane d'une avité sphériqueontenue dans une matrie ayant un omportement parfaitement plastique. Lerayon de la sphère R obéit dans e as à
Ṙ

RĖ33

=
√

3 sinh

(√
3
Σ11

Σeq

) (1.16)où Σ11 est la ontrainte suivant la diretion perpendiulaire à l'axe de hargement,
Σeq est la ontrainte équivalente de von Mises et Ė33 est le taux de déformationsuivant l'axe de hargement.Rie et Traey ont établi une loi d'évolution du rayon R d'un vide sphériquenoyé dans une matrie rigide-parfaitement plastique :

Ṙ

R
= 0, 283 exp

(

3

2

Σm

σ0

)

˙̄Ep (1.17)Dans le as d'une matrie érouissable, la relation 1.17 se met sous la forme
Ṙ

R
= 0, 283 exp

(

3

2
T
)

˙̄Ep (1.18)Huang [Hua91℄ a montré que le terme 0, 283 est sous estimé pour des taux detriaxialités élevés. Il propose le modèle :
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(a) Striction interne (b) Coalescence en bande (c) Coalescence mixteFig. 1.4 � Di�érents modes de oalesene observés par Benzerga et al. [Ben00℄1.3.3 Coalesene des avitésPar oalesene nous distinguons elle dite mirosopique et qui est le résultat de lajontion entre avités voisines, tandis que la oalesene marosopique est dé�nie àune éhelle plus grande omme étant la frontière entre un état d'endommagement"di�us" et elui ave "�ssure" [Ben00℄. C'est le méanisme physique le moinsompris de la rupture dutile en raison notamment :

◆ des di�ultés expérimentales à observer un tel phénomène qui une fois amoré,onduit rapidement à la rupture de l'élément de matière ;
◆ de la variété des modes de oalesene :

• strition interne du ligament de matière entre vides omme le montre la �-gure 1.4-a,
• formation d'une bande de isaillement omme indiqué sur la �gure 1.4-b,
• oalesene en mode mixte, 'est-à-dire qu'à la strition interne entre grossesavités suède une loalisation de la déformation plastique, due à la oales-ene des petites avités, qui onduit, en général, à la rupture du ligamentpar isaillement 1.4-.

◆ de la forme des avités et de l'espaement entre elles-i [BBP99℄ ainsi que laprésene d'une population de avités de petites tailles situées entre les grossesavités [Per92℄.Dans le but de surmonter es di�ultés expérimentales, plusieurs auteurs se sonttournés vers l'outil numérique pour mieux omprendre e phénomène. Une étuderemarquable dans e domaine est due à Koplik et Needleman [KN88℄ qui ontanalysé les résultats de simulations numériques e�etuées sur des ellules élémen-taires de formes ylindriques onstituées d'une matrie élastoplastique ontenantun vide en son entre. Ces aluls ont montré qu'au ours de la oalesene le �anlatéral de la ellule esse de progresser et que les ouhes de matériau situées audessus et au dessous du vide et touhant ses p�les essent de se déformer. Cepen-dant, la modélisation de la oalesene soulève deux problématiques. La premièreest la détermination d'un ritère qui aratérise le début de e stage. La deuxièmeonerne l'élaboration d'un modèle apable de dérire le omportement du maté-riau du début de la oalesene jusqu'à la rupture �nale.



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 371.3.3.1 Critères de oaleseneCritère de Thomason. À un stade avané de la roissane des avités, defortes interations apparaissent entre elles transformant la matière en forme deligaments [Tho85, Tho90, Ben00℄.Ceux situés entre les vides voisins om-
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Fig. 1.5 � V.E.R. orrespondant au ri-tère de Thomason [Tho85, Tho90℄.

menent alors à strier permettant ainsiaux avités de se rejoindre : 'est laoalesene par strition interne (�-gures 1.4-a). Thomason a proposé demodéliser e phénomène en supposantque la strition du ligament survientquand elui-i atteint sa harge plas-tique limite. Il a aussi observé expéri-mentalement qu'à e niveau de har-gement, la déformation se onentrebrusquement sur une ouhe perpen-diulaire à l'axe prinipal de harge-ment et les zones de matériau situéesen dessus et en dessous de ette ouheessent de se déformer.Partant de es observations, Thoma-son [Tho85, Tho90℄ a e�etué une ana-lyse limite d'un V.E.R. de forme prismatique arrée ontenant une avité ellipsoï-dale (�gure 1.5) pour aboutir au ritère :
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a et b sont les demi-axes de la avité dans les diretions radiale et axiale;
A et B, la largeur et la hauteur du V.E.R.;
σ0 et Σzz, la limite d'élastiité de la matrie et la ontrainte marosopique dans ladiretion axiale z ; et
f0, la porosité initiale du V.E.R.L'équation (1.20) peut être reformulée di�éremment en introduisant les variablesadimensionnelles χ = b
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) quireprésentent respetivement, la taille du ligament, le paramètre de forme de la



38 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationavité et l'espaement entre avités [Ben02, BBP04b, BD01, PH00℄. Le ritère seréérit :
Σzz

σ̄
= (1 − χ2)

[

0, 1

(

1 − χ

χW

)2

+ 1, 2

√

1

χ

] (1.21)Critère de Perrin-Leblond. Perrin et Leblond [Per92, PL93, Leb03℄ont proposé un ritère de oalesene utilisant la théorie de loalisation de ladéformation de Rudniki et Rie [RR75℄. Perrin a repris l'analyse de Yama-moto [Yam78℄ e�etuée sur un matériau obéissant au modèle de Gurson etmontré que les porosités ritiques ainsi obtenues surestiment elles alulées nu-mériquement par Koplik et Needleman [KN88℄ et Beker et al. [BSRA89℄.Il a expliqué et éart par le fait que la
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Fig. 1.6 � V.E.R. multi-ouhes orres-pondant au ritère de Perrin [Per92℄.

théorie de Rudniki et Rie prévoitla possibilité de formation de bandesde isaillement inlinées par rapport auplan perpendiulaire à la diretion dehargement, alors que les résultats dessimulations ne prédisent de oaleseneque dans e plan. Une deuxième expli-ation est liée au fait que l'étude deYamamoto [Yam78℄ ne prend pas enompte l'e�et de la fration volumiqueinitiale de vide sur la porosité ritiquede oalesene. Quantité que plusieursauteurs s'aordent à dire qu'elle joueun r�le primordial.En exploitant les observations de Ko-plik et Needleman [KN88℄ en e qui onerne l'existene d'une ouhe forte-ment poreuse située entre deux ouhes rigides au début de la oalesene, Per-rin [Per92℄ a proposé d'appliquer le formalisme de Rudniki et Rie (analyserevisitée ave Leblond [PL93℄) à une ouhe entrale poreuse. Cette ouhe dontle omportement obéit au modèle GTN [Gur77, Tve81, TN84℄ est située entre deuxouhes saines obéissant au ritère de von Mises introduisant ainsi la notion duV.E.R. multiouhe ( �gure 1.6). Le ritère élaboré s'érit :
[

Σ
(p)
eq

σ0

− q1q2f
(p) sinh

(

3

2
q2

Σ
(p)
m

σ0

)]2

=
3 (1 − ν) σ0

E
q2
1q2
(

1 − f (p)
)

f (p) sinh

(

3

2
q2

Σ
(p)
m

σ0

)

×
[

cosh

(

3

2
q2

Σ
(p)
m

σ0

)

− q1f
(p)

]où l'exposant (p) fait référene à une quantité exprimée dans la ouhe poreuse(par exemple f p est la porosité de la ouhe poreuse), q1 et q2 sont les oe�-ients de Tvergaard [Tve81℄ et σ0 la limite d'élastiité. Une des faiblesses de



1.3. Méanismes physiques de la rupture dutile 39e ritère est qu'il a été obtenu en utilisant le modèle de roissane GTN. Paronséquent, la pertinene de l'utilisation de e ritère ave des modèles de rois-sane autres que elui ave lequel il a été obtenu n'est pas assurée. Par ailleursSuquet [GLD97, GLPD01℄ a noté que la modélisation du V.E.R. par un multi-ouhe pendant la phase de oalesene induit des onséquenes sur la surfae deharge marosopique au ours de la roissane. Celle-i devient néessairementanisotrope à ause de la présene de ouhes de matériaux di�érentes.1.3.3.2 Modèles de oaleseneModèle de Tvergaard-Needleman : Tvergaard et Needle-man [TN84℄ ont proposé un modèle de oalesene initialement élaboré pour or-riger le ritère de Gurson [Gur77℄ qui prédit mal la rupture �nale du matériau.Cependant, elui-i ne présente pas de restri-
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Fig. 1.7 � Graphe de l'évolutionde la fontion f ∗ (f).

tion pour une utilisation ave un autre modèlede roissane. Ces auteurs ont pris en omptel'évolution rapide de la porosité au ours deette dernière phase de la rupture dutile enremplaçant la porosité f , qui apparaît dansle potentiel plastique de Gurson, par unefontion f ∗dont l'expression est la suivante (�-gure 1.7) :
f ∗ =

{

f si f < fc

fc + δ (f − fc) si f ≥ fc
(1.22)où :































δ = (fu − fc) / (fF − fc) a été introduit pour représenter l'augmentation rapidede la porosité après oalesene;
fc et fF désignent respetivement la porosité de début de oalesene et à rupture ;
fu est la valeur que prendrait f ∗ lorsque l'élément de volume ne peut plus sup-porter de ontraintes (Σ = 0) .Modèle de Benzerga : Benzerga [Ben02℄ a élaboré un modèle omplet deoalesene par strition en utilisant le ritère de Thomason (équation 1.21). Lapossibilité du passage de la forme de la avité, au ours de e stage, d'un ellipsoïde àun �ne a été prise en ompte, d'une manière phénoménologique, en introduisant unfateur de forme γ dont les valeurs varient entre γc = 1

2
(avité forme ellipsoïdale)



40 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationet γf = 1 (avité onique). Benzerga [Ben02℄ propose l'expression suivante pour
γ :

γ =

{

γc si χ < χc

γc +
γf−γc

1−χc
(χ− χc) si χ ≥ χcoù χc est la taille du ligament au début de la oalesene. L'expression de la tailledu ligament s'érit ette fois-i

χ =
b

B
=
(

3γfλe−S
)

1

3 (1.23)Benzerga et al. [BBP99, Ben00, BBBP02℄ proposent de remplaer la porosité
f par la nouvelle variable interne χ, ar elle semble plus appropriée à dérire lastrition du ligament, et de réérire le ritère de Thomason (1.21) sous une formeplus générale :

Φc (Σeq,Σm, χ,W ) =
Σeq

σ̄
+

3

2

| Σm |
σ̄

− 3

2
(1 − χ2)C (χ,W ) (1.24)où la quantité

C (χ,W ) = 0, 1

(

χ−1 − 1

W 2 + 0, 1χ−1 + 0, 02χ−2

)2

+ 1, 3

√

1

χ
, (1.25)a été modi�ée d'une manière phénoménologique, puis alibrée sur des aluls de el-lules a�n d'éviter la divergene du terme au dénominateur dans le as de vides trèsaplatis (W → 0). La relation (1.24) se réduit à (1.21) dans la ironstane d'unemodélisation axisymétrique. La ondition de l'arrêt de l'avanement du �an latéralobservé lors de la phase de oalesene est véri�ée par le nouveau ritère (1.24) ;nous avons bien

Ėxx = λ̇p
∂Φc

∂Σxx
= 0 (1.26)où λp est le multipliateur plastique.Benzerga a omplété le modèle en proposant des lois d'évolution des di�érentesvariables internes. Pour ela, il a exploité les résultats obtenus par Koplik etNeedleman [KN88℄ qui peuvent s'exprimer sous forme mathématique ommesuit (�gure 1.5) :

Ḃ |coal= 0 et ȧ |coal= Ȧ |coal (1.27)La loi d'évolution de variable taille de ligament χ a été obtenue en dérivant l'équa-tion de la onservation du volume de la matrie par rapport au temps. En intro-duisant les relations (1.27) nous aboutissons à
χ̇ =

3

4

λ

W

[

3γ

χ2
− 1

]

˙̄εp +
χ

2γ
γ̇ (1.28)



1.4. Le modèle GTN 41Celle du paramètre de forme a été établie en alulant la dérivée temporelle de
W = a/b, puis en injetant les équations (1.27-b) et (1.28)

Ẇ =
9

4

λ

χ

[

1 − γ

χ2

]

˙̄εp +
W

2γ
γ̇ (1.29)En�n, la variable d'espaement λ est gouvernée par

λ̇ =
3

2
λ ˙̄εp (1.30)

1.4 Le modèle GTNDans ette setion nous présentons le modèle de Gurson ainsi que les di�érentesextensions et améliorations qui lui ont été apportées.1.4.1 Le ritère de plastiitéGurson [Gur77℄ a proposé un modèle de omportement pour matériaux poreuxobtenu par analyse limite d'un V.E.R. sphérique ou ylindrique ontenant un videde même forme.Le modèle est la donnée d'un ritère de plas-
z

y

x

ba

Ω

ω

Fig. 1.8 � V.E.R orrespondantau ritère de Gurson pour avi-tés sphériques.

tiité, d'une loi d'éoulement régie par la règlede normalité et d'une loi d'évolution de la po-rosité. Le matériau onstitutif utilisé par Gur-son pour dérire le omportement de la ma-trie est supposé rigide parfaitement plastiqueobéissant au ritère de von Mises. Le V.E.R.,shématisé sur la �gure 1.8 dans le as d'uneforme sphérique, est soumis à des onditionsde taux de déformation homogènes au bord :
v = Ė.x sur le bord extérieur ∂VT (1.31)Gurson a utilisé la méthode inématique dela théorie de l'analyse limite qui onsiste à :

◆ trouver une famille de hamps de vitesses, ompatibles ave les onditions auxlimites,
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◆ minimiser la dissipation plastique orrespondante.Le hamp proposé par Gurson est de la forme

v (x) = Ė
′

.x +
b3

r2
Emeroù Ė

′ est le déviateur du tenseur taux de déformations marosopiques Ė et
Em = Ekk/3, le taux de déformation marosopique moyen. er est le veteurunitaire dans la diretion radiale. Le ritère obtenu s'érit :

Φ (Σeq,Σm, f) =
Σ2
eq

σ2
0

+ 2f cosh

(

3

2

Σm

σ0

)

− 1 − f 2 = 0 (1.32)Le ritère (1.32) onnu sous le nom de ritère original de Gurson, présente lespartiularités suivante :
◆ dans le as d'un matériau dense pour lequel la porosité est nulle (f = 0), nousretrouvons l'expression du ritère de Mises :

Φ =
Σ2
eq

σ2
0

− 1 = 0

◆ La règle d'éoulement plastique marosopique assoiée par la règle de normalitérestant valable dans le as d'un matériau poreux [Gur77, Leb03℄, le tenseur destaux de déformations plastiques marosopiques s'érit :
Ėp = λ̇p

∂Φ

∂Σ
= λ̇p

[

3

σ2
0

Σ
′

+
2f

σ0

sinh

(

3

2

Σm

σ0

)

1

] (1.33)En alulant la trae de e tenseur trĖp, nous obtenons
trĖp = λ̇p

6f

σ0
sinh

(

3

2

Σm

σ0

) (1.34)Il s'ensuit que pour une porosité et une ontrainte moyenne toutes deux nonnulles (f 6= 0 et Σm 6= 0) le volume total varie (trĖp 6= 0
) selon l'état dehargement (signe de Σm). Cette variation traduit le fait que le modèle deGurson prend bien en ompte le hangement de volume des vides.

◆ le ritère (1.32) présente la faiblesse de ne pas pouvoir prédire une porositéréaliste à la rupture. En e�et, un modèle de omportement doit véri�er les loisqui le régissent jusqu'à la rupture totale, 'est-à-dire jusqu'à la perte totale dumatériau de sa apaité à supporter des harges11. Sahant qu'à e moment,l'équation 1.32 prend la forme
Φ = (1 − f)2 = 0 (1.35)11Cela se traduit mathématiquement par l'ériture : Σ = 0



1.4. Le modèle GTN 43Par onséquent, la porosité à rupture est égale à f = 1. C'est-à-dire, matériautotalement onstitué de vide. Il va de soit que e niveau de frations volumiquesde vide n'est jamais atteint en pratique.Le ritère (1.32) donne de bonnes approximations pour de fortes triaxialités. Ilsurestime ependant la déformation à rupture (ou dutilité) du matériau pour defaibles triaxialités [BD01, Leb03℄. Pour remédier à ette situation, due en partieà la non-prise en ompte de l'interation entre avités, Tvergaard [Tve81℄ aproposé d'introduire trois oe�ients q1, q2 et q3. Il a en outre remplaé dansl'équation (1.32) la limite d'élastiité σ0 par la ontrainte d'éoulement σ̄, ommesuggéré par Gurson [Gur77℄, pour inlure l'érouissage isotrope du matériau. Ila abouti à
Φ (Σeq,Σm, f, σ̄) =

Σ2
eq

σ̄2
+ 2q1f cosh

(

3

2
q2

Σm

σ̄

)

− 1 − q3f
2 = 0 (1.36)Si un ertain onsensus semble se dégager sur les valeurs de q2 = 1 et q3 = q2

1, leoe�ient q1 a fait l'objet de plusieurs propositions variant de q1 = 1 à q1 = 1, 5.Perrin et Leblond [PL90℄ ont obtenu la valeur de q1 = 1/e = 1, 47 à partir d'unraisonnement de type auto-ohérent. Si ette extension améliore les préditionsdu modèle pendant la phase de roissane [Tve81, TN84, Per92, Leb03℄, elle nerésout toujours pas la problématique de la desription de la oalesene. En e�et,le nouveau ritère prédit une porosité à rupture f = 1/q1, qui est de l'ordre de
f = 0, 68 pour q1 = 1, 47. Ce niveau de frations volumiques de vide reste enoreélevé. Pour prendre en ompte la perte � rapide � de rigidité du matériau pendantle stage de oalesene, Tvergaard et Needleman [TN84℄ ont ouplé le modèlede oalesene qu'ils ont élaboré (dérit au paragraphe 1.3.3.2) ave le ritère 1.36.Le potentiel plastique modi�é s'érit

Φ (Σeq,Σm, f, σ̄) =
Σ2
eq

σ̄2
+ 2q1f

∗ cosh

(

3

2
q2

Σm

σ̄

)

− 1 − (q1f
∗)2 = 0 (1.37)où f ∗ est donnée par l'équation (1.22).L'introdution de la porosité �tive f ∗ permet de mieux modéliser le proessus deoalesene, mais introduit un nouveau ouple de paramètres à identi�er (fc, fF )ou (fc, δ). De plus, Benzerga [Ben02℄ rapporte qu'il n'existe pas de ouple unique

(fc, δ) pour dérire le proessus de rupture en utilisant le ritère (1.37).1.4.2 Loi d'éoulement assoiée par normalitéSoit une struture, omposée de matière et de vides, ayant un volume total VTotde frontière ∂VTot. Notons Vmat et Vvid le volume de la matière et des vides, res-petivement. Le lemme de Hill-Mandel s'énone omme suit :



44 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationLemme de Hill-Mandel Soient u̇ (x) un hamp de vitesse inématiquementadmissible, 'est-à-dire véri�ant u̇ (x) = Ė.x sur la frontière ∂VTot, et σ (x) unhamp de ontrainte statiquement admissible, 'est-à-dire véri�ant la ondition
divσ (x) = 0 dans VTot et σ (x) .n (x) = 0 sur ∂VTot. Ces deux hamps ne sont,a priori, pas reliés par une loi de omportement. Nous avons :

(1 − f) < σ (x) : ε̇ (x) >Vmat=< σ (x) : ε̇ (x) >VTotoù < . >V désigne la moyenne sur le volume V . En prolongeant le hamps σ (x)par 0 sur le volume des vides Vvid nous aboutissons à l'expression du lemme deHill-Mandel :
Σ : Ė =< σ (x) : ε̇ (x) >VTot

= (1 − f) < σ (x) : ε̇ (x) >Vmat (1.38)Étudions maintenant un point sur la surfae de harge Φ (σ,R) aratérisé par unéoulement plastique ε̇p et un état de ontrainte σ. R représente l'érouissage dumatériau, 'est-à-dire qu'à l'état initial, sans érouissage, R = 0. En appliquantpendant et éoulement rigide plastique un état de ontrainte virtuel σ∗ aratérisépar Φ (σ∗,R) ≤ 0, le Prinipe du Travail Plastique Maximal de Hill (P.T.P.M.)s'énone omme suit :L'état de ontrainte qui provoque un éoulement plastique donné estelui qui développe le plus grand travail plastique, omparé à elui detout autre état de ontrainte ne violant pas le ritère de plastiité.ou enore sous forme mathématique :
σ : ε̇p ≥ σ∗ : ε̇p soit (σ − σ∗) : ε̇p ≥ 0 (1.39)De e prinipe déoulent deux onséquenes :

◆ la onvexité du domaine élastique dé�nie par Φ (σ,R) ≤ 0,
◆ la loi d'éoulement plastique ε̇p doit être néessairement normale à la surfaede harge Φ (σ,R) en σ.En utilisant le lemme de Hill-Mandel nous pouvons érire

(Σ − Σ∗) : Ė = (1 − f) < (σ − σ∗) : ε̇ >Vmatoù Σ et Σ∗ sont respetivement les tenseurs des ontraintes marosopiques or-respondant à σ et σ∗. Il s'ensuit
(Σ − Σ∗) : Ė

p ≥ 0 (1.40)Nous passons ainsi d'une ériture à l'éhelle mirosopique (1.39) à l'éhelle maro-sopique (1.40). Ce qui nous permet de onlure que la loi d'éoulement plastiquemarosopique satisfait la règle de normalité :
Ėp = λ̇p

∂Φ

∂Σ
λ̇p ≥ 0 (1.41)



1.4. Le modèle GTN 451.4.3 Évolution de la porositéLa loi d'évolution de la porosité peut être approhée en utilisant la ondition d'in-ompressibilité plastique de la matrie. Dans le as où la nuléation de nouveauxvides n'est pas prise en ompte, nous avons :
Vmat = VTot − Vvid = Cte ⇒ V̇Tot = V̇vidEn utilisant la dé�nition de la porosité f = Vvid/VTot, l'expression préédentes'érit :
ḟ =

V̇vid
VTot

− Vvid
V 2
Tot

V̇Tot =

(

1 − Vvid
VTot

)

V̇Tot
VTotSahant que V̇Tot/VTot = trĖ

p, nous aboutissons à la loi :
ḟ = 3(1 − f)Ėp

m (1.42)Dans la ironstane où la nuléation doit être prise en ompte, nous devons distin-guer deux ontributions dans la loi de roissane : une partie due à l'augmentationdu volume des vides existants V̇ c
vid et une autre orrespondant à la germinationde nouvelles avités V̇ n

vid. Cependant, il faut noter que le taux de roissane duvolume total n'est lié qu'à la partie V̇ c
vid, 'est-à-dire V̇Tot = V̇ c

vid. Nous pouvonsdon érire
ḟ =

V̇vid
VTot

− Vvid
V 2
Tot

V̇Tot =
V̇ c
vid + V̇ n

vid

VTot
− Vvid
V 2
Tot

V̇Tot =

(

1 − Vvid
VTot

)

V̇Tot
VTot

+
V̇ n
vid

VTotSoit en notant le taux de nuléation de nouvelles avités ḟn =
V̇ n

vid

VTot
:

ḟ = ḟc + ḟn = 3(1 − f)Ėp
m + ḟn (1.43)1.4.4 Prise en ompte de l'érouissageComme nous l'avons vu au paragraphe 1.4.1, l'érouissage isotrope peut être intro-duit en remplaçant la limite d'élastiité σ0 qui apparaît dans le ritère de plastiitépar la ontrainte d'éoulement σ̄ [Gur77℄. L'évolution de ette dernière est déduitede l'équivalene entre la dissipation plastique marosopique du matériau Σ : Ėpet la dissipation plastique mirosopique σ̄ ˙̄εp, tout en tenant ompte de la présenede vides dans le matériau ; e qui amène à

(1 − f)σ̄ ˙̄εp = Σ : Ėp (1.44)
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⇒ ˙̄σ = ~ε

Σ : Ėp

(1 − f)σ̄
(1.45)Cette extension heuristique, mise en ÷uvre par Tvergaard et Needle-man [TN84℄, n'est ependant rigoureusement orrete que pour des exposantsd'érouissage n < 0, 2. Au delà de ette valeur l'ériture préédente onduit à unesurestimation de la roissane des avités [BD01℄. Pour palier ette situation, Le-blond et al. [LPD95℄ ont proposé de modi�er le ritère (1.32) en remplaçant lalimite d'élastiité σ0, qui apparaît deux fois dans le ritère par deux paramètre

σ1 et σ2 qui dépendent de la porosité initiale f0 et de Eeq et Em qui s'exprimentomme suit :
Eeq =

∫ t

0

√

2

3
Ė

′

: Ė
′

dt; Em =

∫ t

0

| Ėm | dtLe ritère de plastiité s'érit don
Φ (Σeq,Σm, f, σ1, σ2) =

Σ2
eq

σ2
1

+ 2f cosh

(

3

2

Σm

σ2

)

− 1 − f 2 = 0Les exposants d'érouissage des matériaux retenus pour les appliations envisa-gées dans e travail de thèse sont inférieurs à 0, 2. Par onséquent, nous utilisonsl'expression du ritère de plastiité donnée par l'équation (1.37).1.4.5 Prise en ompte de l'élastiitéIl est important, lors de l'implémentation de lois de omportement dans un odede alul, d'inorporer une relation dérivant le domaine élastique du matériau.Puisque le adre eulérien s'impose aisément pour l'ériture de tels modèles, notam-ment pour pouvoir prendre en ompte les grandes déformations, la loi d'élastiitésera érite dans le même adre [Leb03℄. Dans le soui de véri�er le prinipe d'ob-jetivité, la loi d'élastiité est érite sous sa forme hypoélastique
Σ̆ = Σ̇ + Σ.Ω − Ω.Σ = Λe : ε̇e (1.46)où :







































Ω est le tenseur taux de rotation du référentiel lié à la matière par rapport à eluide l'observateur;
Σ̆ et Σ̇ sont les dérivées temporelles de Σ dans les référentiels liés à l'observateuret à la matière, respetivement ;
Λe est le tenseur des modules élastiques;
ε̇e est le tenseur taux de déformation élastique.



1.5. Présentation du modèle GLD 47Ce travail de reherhe onsiste à implémenter une loi de omportement élasto-plastique pour matériaux endommageables onnue sous le nom du GLD en réfé-rene aux auteurs (M. Gologanu, J.-B. Leblond et J. Devaux). L'objetif estd'étudier l'in�uene du hangement de forme des avités au ours des opérationsde mise en forme des métaux. Une extension de e modèle à la situation où unéhau�ement thermique lié à la dissipation plastique est généré dans matériau estélaborée. Le GLD ainsi que la proédure suivie pour e�etuer le ouplage thermo-miroméanique sont présentés dans les setions (1.5) et (1.6) respetivement. Lesdétails de l'implémentation de ette modélisation le sont au hapitre 2.1.5 Présentation du modèle GLDGologanu et al. [GLD93, GLD94, Gol97℄ ont proposé un modèle miroméa-nique pour dérire le omportement de matériaux ontenant des avités sphéroï-dales aplaties ou allongées pouvant hanger de forme au ours du hargement. Leshypothèses d'axisymétrie de la géométrie des vides et de leur alignement font quel'isotropie transverse de la matière est respetée.1.5.1 Le ritère de plastiitéLe modèle GLD a été développé dans le adre de l'analyse limite et de l'homo-généisation. Le V.E.R. étudié est un ellipsoïde axisymétrique, allongé ou aplati,ontenant une avité de même forme et qui lui est onfoale (�gure 1.9). La dis-tane foale c des deux ellipsoïdes est donnée par la relation :
c =

√

| a2 − b2 | =
√

| A2 −B2 | (1.47)Une telle géométrie est entièrement dé�nie par la donnée de deux paramètre sa-laires adimensionnels que sont la porosité f = ab2/ (AB2) et le paramètre de forme
S dé�ni par S = ln (a/b). Le matériau onstitutif de la matrie est supposé rigide-parfaitement plastique obéissant au ritère de von Mises. L'exentriité de laavité est e1 = c/a, elle de l'ellipsoïde extérieur est e2 = c/A dans le as d'unV.E.R allongé. Dans la situation où e dernier est aplati, es deux aratéristiquessont données par les relations e1 = c/b et e2 = c/B. Ces quantités en fontion de
f et S sont les suivantes :

e1 =
√

1 − e−2|S|

f
1 − e22
e32

=
1 − e21
e31

dans le as d'une avité allongée, et
f

√

1 − e22
e32

=

√

1 − e21
e31

dans le as d'une avité aplatie.
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a) Cavité aplatie                b) Cavité allongée                Fig. 1.9 � Cavités aplatie et allongéeLa dissipation plastique marosopique Π(Ė) est dé�nie par
Π(Ė) = inf (1 − f) < π (ε̇ (v)) >Ω−ωoù Ė est le tenseur taux de déformation marosopique et ε̇ (v) est le tenseurtaux de déformation mirosopique assoié au hamp de vitesse v. π (ε̇) est laontrepartie mirosopique de Π(Ė). Sa valeur n'est �nie que dans la situationoù les hamps de vitesse respetent l'inompressibilité de la matrie. Son expres-sion est donnée en fontion de la limite d'élastiité σ0 et du taux de déformationmirosopique équivalent ε̇eq par

π (ε̇) = σ̄0ε̇eqL'ériture <>Ω−ω représente la moyenne sur le volume de la matrie Ω− ω. Nousavons don :
< π (ε̇ (v)) >Ω−ω=

1

Ω − ω

∫

Ω−ω
π (ε̇ (v)) dΩGologanu et al. ([GLD93, GLD94℄) ont hoisi un hamp de vitesses omposéde deux parties, la première v(A) dérivant de la famille proposée par Lee etMear [LM92℄ et le seond orrespond à un taux de déformation déviatoriqueuniforme v(B) :
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v = Av(A) +Bv(B) A et B sont deux onstantes. (1.48)Pour être ompatible ave le problème étudié, le hamp (1.48) doit être inompres-sible, axisymétrique et satisfaire les onditions aux limites de taux de déformationhomogène sur le bord extérieur du volume élémentaire :

v = Ė.x sur le bord extérieur ∂VT (1.49)Le V.E.R. est soumis à un hargement axisymétrique de la forme :
Σxx = Σyy 6= 0, Σzz 6= 0, autres Σij = 0 (1.50)Le problème onsiste don à trouver le ritère de plastiité en résolvant l'équation :

Σ =
∂Π(Ė)

∂Ė
(1.51)Après alul, Gologanu et al. [GLD93, GLD94, Gol97℄ ont abouti à l'expressionompate suivante :

Φ (Σxx = Σyy,Σzz, f, S) =
C

σ2
0

(Σeq + ηΣh)
2 + 2q(g + 1)(g + f) cosh

(

κ
Σh

σ0

)

− (g + 1)2 − q2(g + f)2 = 0 (1.52)où Σeq =| Σzz − Σxx | est la ontrainte équivalente de von Mises dans le asaxisymétrique, Σh est la ontrainte hydrostatique pondérée par le oe�ient α2qui tient ompte de la géométrie de la avité. Elle gouverne, par son apparitiondans le terme osinus hyperbolique, la roissane des vides [Ben00℄. Elle est donnéedans le as axisymétrique par
Σh = 2α2Σxx + (1 − 2α2)Σzz (1.53)

C, η, κ, α2 et g sont les oe�ients du modèle GLD. Ils ne dépendent que dela porosité f et du paramètre de forme S (voir l'appendie du hapitre 1). C,
η ont été alulés en imposant au ritère approhé (1.52) et à elui exat (1.51)de se roiser et d'être tangents en des points partiuliers (Σxx,Σzz) appartenantaux surfaes de harge de ertaines formes onnues de avités. Ces formes limitesque sont le ylindre, la sphère, la struture � sandwih � (ouhe de vide situéeentre deux ouhes de matériau), et la �ssure en forme de � pièe de monnaie �sont présentées dans la setion (1.5.4). les oe�ients κ et α2 ont été obtenusmoyennant plusieurs approximations (voir [Gol97℄ pour les détails des aluls). κest présent dans le osinus hyperbolique du ritère. Il a été introduit pour orrigerau travers le produit κΣh l'e�et du hangement de formes des vides sur leursroissanes [Ben00℄. Le oe�ient g est expliitement nul dans le as de avités



50 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationsphériques ou allongées. Il a la signi�ation physique de porosité �tive dans leas de �ssure en forme de � pièe de monnaie �, omme nous le verrons dans lasetion (1.5.4). Le oe�ient q, qui ne dépend que du paramètre de forme S etdu paramètre q0 (1 ≤ q0 ≤ 1.6), est l'équivalent du oe�ient q1 de Tvergaarddans le modèle GTN. Il s'érit :
q = 1 + 2 (q0 − 1)

eS

1 + e2S
(1.54)En raison des onditions dans lesquelles il a été élaboré, le ritère (1.52) ne peutêtre rigoureusement utilisé que dans le as de hargements axisymétriques. Pourpalier ette limitation,Gologanu et al. [GLD97, Gol97℄ ont repris l'analyse limitedu V.E.R. dès le début en imposant de nouvelles onditions au ritère :

◆ être invariant dans la transformation Σ → −Σ ;
◆ se réduire à elui de von Mises pour des frations volumiques de vides nulles,ou de � porosités équivalentes � nulles dans le as de �ssures en forme de � pièede monnaie � ; et
◆ respeter l'isotropie transverse autour de l'axe de hargement Oz,et en rajoutant de nouveaux hamps de vitesse v(C), v(D) et v(E) qui orrespondentà des taux de déformation déviatorique homogènes :

v = Av(A) +Bv(B) + ∆v(C) +Dxzv
(D) +Dyzv

(E) (1.55)De même, le tenseur Ė a été hoisi omme suit :
Ė =





Ėxx 0 Ėxz
0 Ėyy Ėyz
Ėzx Ėzy Ėzz



 (1.56)où les oe�ients A, B et ∆ qui interviennent dans l'équation (1.55) dépendent desomposantes Ėxx, Ėyy et Ėzz. L'ériture simpli�ée12 du nouveau potentiel plastiqueest donnée par [Gol97, Ben00, BBP04b, PH00, PH03, CLOC03a℄ :
Φ (Σ, f, S) =

C

σ2
0

‖ Σ′ + ηΣhX‖2 + 2q(g + 1)(g + f) cosh

(

κ
Σh

σ0

)

− (g + 1)2 − q2(g + f)2 = 0 (1.57)où ‖ . ‖ est la norme au sens de Mises et X est le tenseur d'expression :12La simpli�ation vient du fait que le ritère obtenu par Gologanu [Gol97℄ inlut le terme
1 − C

σ2

0

(

‖ Σ′‖2 − Σ2

eq

). Cependant, ette quantité est négligée dans la majorité des études, no-tamment en raison des valeurs prises par le oe�ient C qui sont très prohes de 1.
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X =

1

3
(−ex ⊗ ex − ey ⊗ ey + 2ez ⊗ ez)Les oe�ients C, η, κ, α2, g sont donnés par les même relations (appendie duhapitre 1). En revanhe, la ontrainte hydrostatique pondérée Σh se met sous laforme :

Σh = α2 (Σxx + Σyy) + (1 − 2α2)Σzz (1.58)De plus, es auteurs ont introduit un troisième paramètre qu'est le veteur unitaireolinéaire à l'axe de la avité ez. Celui-i est utilisé pour dérire les éventuelshangements d'orientation des avités au ours du hargement. Son évolution estgouvernée par la relation :
ėz = Ω.ez (1.59)où Ω est le tenseur des taux de rotation.1.5.2 Loi d'éoulementComme mentionné préédemment, l'éoulement plastique dans les matériaux po-reux reste régi par la règle de normalité (1.41). Cependant, le alul des ompo-santes du tenseur des déformations plastiques dans la ironstane de l'utilisationdu ritère GLD axisymétrique présente des partiularités [GLD93, GLD94, Gol97,SL04a℄. En e�et, les seules omposantes non nulles dans le as d'un tel hargement

Ėp
xx = Ėp

yy et Ėp
zz sont :

Ėp
xx =

λ̇

2

∂Φ

∂Σxx
, Ėp

zz = λ̇
∂Φ

∂Σzz
(1.60)L'apparition du fateur 1/2 dans l'équation (1.60-a) est dû au fait qu'au oursde l'estimation des deux relations préédentes, la omposante Σxx est remplaéepar (Σyy + Σxx) /2 dans l'expression du ritère (1.52). Alors que Σxx et Σyy sontonsidérées distintes. Après alul de Ėp

xx, nous proédons à l'égalisation de esdeux quantités (Σxx = Σyy) [Gol97, SL04a℄.1.5.3 Évolution du paramètre de formeLe modèle GLD est omplété par des relations qui dérivent l'évolution des va-riables internes f et S. La première est supposée dans notre étude gouvernée parles équations (1.43) et (1.14), dans la situation où la nuléation de nouvelles avitésest prise en ompte. La deuxième est l'objet de e paragraphe.



52 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationDevant l'absene de ritères variationnels permettant d'approher la loi d'évolutiondu paramètre de forme S, Gologanu et al. [GLD93, GLD94, GLD97, Gol97℄, ontproposé la relation
Ṡ = ε̇vzz − ε̇vxxoù ε̇v est le tenseur taux de déformation de la avité. Gologanu et al. [GLD93,GLD94, GLD97, GLPD01℄ établissent deux dé�nitions des omposantes ε̇vxx et ε̇vzz.La première est dite � pontuelle � ar elle relie l'évolution de S à l'évolution dedeux points situés sur la surfae du vide et repérés par leurs distanes a et b duentre de l'ellipsoïde omme indiqué sur la �gure 1.9. Elle déoule de la dérivéedirete par rapport au temps de S = ln

a

b
:

ε̇vxx =
ḃ

b
, ε̇vzz =

ȧ

a
(1.61)La deuxième est une dé�nition par � des moyennes �. Il s'ensuit que les om-posantes ε̇vxx et ε̇vzz sont dé�nies par des moyennes sur la surfae du vide. Elless'expriment en fontion des omposantes du tenseur taux de déformation miro-sopique ε̇ par

ε̇vxx =< dxx >ω=
1

ω

∫

ω

ε̇xx(v)dω , ε̇vzz =< ε̇zz >ω=
1

ω

∫

ω

ε̇zz(v)dω (1.62)Les deux relations (1.61) et (1.62) dé�nissant Ṡ ne oïnident rigoureusementque dans le as où la avité garde sa forme ellipsoïdale au ours du hargement.Une telle ourrene est rarement observée. Nous adoptons dans e qui suit ladé�nition (1.62).L'expression de Ṡ a été obtenue en e�etuant une analyse à deux hamps de vitessesdu V.E.R. dérit sur la �gure (1.9) et soumis à un hargement axisymétrique. Ellese formule omme suit :
Ṡ =

(

Ėp
zz

)′

−
(

Ėp
xx

)′

+ 3

(

1 − 3α1

f
+ 3α2 − 1

)

Ėp
m (1.63)où α1 est un oe�ient qui dépend de la géométrie de la avité. (Ėp

xx

)′ et
(

Ėp
zz

)′sont, respetivement, les omposantes radiale et axiale du déviateur dutenseur taux de déformation marosopique E. Il est donné en appendie. Larelation (1.63) ne prédit pas orretement le hangement de forme des avi-tés sphériques ou qui s'y rapprohent (petites valeurs de e1). Gologanu etal. [GLD97, Gol97℄ ont proposé de remédier à ette situation en multipliant leterme déviatorique [(Ėp
zz

)′

−
(

Ėp
xx

)′
] de l'équation (1.63) par un paramètre h1déduit de simulations numériques. La loi d'évolution orrigée s'érit alors
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Ṡ = h1

[

(

Ėp
zz

)′

−
(

Ėp
xx

)′
]

+ 3h2Ė
p
m (1.64)ave

h1 = 1 + hf (f)hT (T ) hS (S) (1.65)
h2 =

1 − 3α1

f
+ 3α2 − 1 (1.66)

hf (f) et hT (T ) ont été inorporés d'une manière purement numérique pour tenirompte des e�ets de la porosité f et de la triaxialité T =
Σm

Σeq
. Leurs expressionsrespetives sont :

hf (f) =
(

1 −
√

f
)2 (1.67)

hT =











1 − T 2+T 4

9
si (Σzz − Σxx) trΣ > 0

1 − T 2+T 4

18
si (Σzz − Σxx) trΣ < 0

(1.68)
hS (S) a été introduit d'une manière théorique en utilisant la solution d'Eshelby.Son r�le est de prendre en ompte l'e�et de la forme de la avité, il est donné par

hS =
9

2

α1 − α
′

1

1 − 3α1

(1.69)L'équation (1.64) élaborée dans le as d'un hargement axisymétrique, a été géné-ralisée à un hargement quelonque en imposant à la nouvelle relation de respeterl'isotropie transverse du matériau. Le terme déviatorique a ainsi été modi�é etalibré sur des aluls de ellules. La loi d'évolution généralisée orrespondantes'érit
Ṡ =

3

2
h1

(

Ėp
zz

)′

+ 3h2Ė
p
m (1.70)où h1 et h2 sont donnés par les équations (1.65) et (1.66).1.5.4 Modélisation des as limites des formes des avitésSelon l'état de hargement auquel est soumis le V.E.R., il arrive que les avitéss'aplatissent ou s'allongent exessivement au point de se refermer dans ertains as.Les formes � limites � que peuvent prendre les vides sont montrées sur la �gure 1.10.Ce sont la �ssure en forme de � pièe de monnaie �, la struture � sandwih �



54 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisation(ouhe de vide située entre deux ouhes de matériau), la sphère, le ylindre et laavité en forme d'une � aiguille �. Elles orrespondent à des valeurs partiulières duparamètre de forme S et de la porosité f qui induisent des expressions simpli�éesdu ritère de plastiité Φ (Σ, f, S, σ̄) et de la loi d'évolution du paramètre de forme
Ṡ dans haune des di�érents situations. D'un point de vue numérique, le passaged'une forme à une autre doit se faire d'une manière minutieuse en prenant enompte les valeurs singulières que prendraient les oe�ients e1, e2 g, α1, α‘

1, α2,
κ, C et η.Il va de soi que la loi dérivant la roissane des vides (1.42), déduite de la onditiond'inompressibilité plastique du matériau, ne dépend pas de la forme des avités.Cavités en forme d'une "pièe de monnaie". Elle orrespond à une a-vité très aplatie qui ommene à se refermer sous l'e�et d'un hargement adéquat(�gure 1.10-a). La porosité du matériau tend alors à s'annuler (f → 0) et le para-mètre de forme prend des valeurs très grandes (S → −∞). Il s'ensuit que le ritèrede plastiité (1.57) s'exprime indépendamment de la porosité par la formule

Φ =
Σ2
eq

σ2 + 2qg(g + 1) cosh

(

3

2

Σh

σ

)

− (g + 1)2 − (qg)2 = 0 (1.71)La non-apparition de la fration volumique de vides f dans l'équation (1.71) n'estqu'apparente. En e�et, le oe�ient g trouve ii une signi�ation physique de � po-rosité �tive � [GLD97, Gol97, Ben00℄. Elle représente elle qu'aurait un matériaulorsque l'on remplae la avité réelle qui a la géométrie d'une � pièe de monnaie �par une autre �tive sphérique de rayon égal à la distane foale c (ou pareillementdans le as présent au rayon de la �ssure). Gologanu et al. [GLD97℄ ont établila relation
g =

4πc3

3Ω
(1.72)où Ω est le volume total du V.E.R.. Les valeurs onstantes que prennent les oef-�ients du GLD dans le as présent sont

e1 = 1, 2 < 1, g = feq, α1 = 0, α‘
1 = 0, 2 = 0, κ =

3

2
, C = 1, η = 0. (1.73)Une autre partiularité intéressante à laquelle il fallait s'attendre est que laontrainte hydrostatique ne dépend plus des omposantes radiales Σxx et Σyy.En e�et, es dernières n'ayant plus d'e�et sur la roissane des vides qui sont for-tement aplatis (a ≃ 0), par onséquent Σh ne s'érit plus qu'en fontion de laomposante axiale Σzz :

Σh = ΣzzL'évolution du paramètre de forme est obtenue en remplaçant les oe�ients α1,
α‘

1, α2 par leur valeurs, e qui onduit à
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(a) Cavité en forme de "pièce de monnaie". (b) Cavité "sandwich".

(c) Cavité sphérique.

(d) Cavité cylindrique. (e) Cavité "aiguille".Fig. 1.10 � Di�érentes forme des avités
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Ṡ =

3

2
Ė ‘p

z + 3

(

1

f
− 1

)

Ėp
m (1.74)L'apparition de la porosité au dénominateur du deuxième terme de l'équa-tion (1.74) peut paraître intrigante. Cependant, Gologanu et al. [GLD97℄montrent que ette ériture est exate, puisque la porosité n'atteint pas expli-itement une valeur nulle. En e�et, une valeur nulle de elle-i signi�erait quele matériau est redevenu dense, par onséquent régi par le ritère de von Mises.L'équation (1.74) permet en fait d'envisager la possibilité que la avité de se rouvresous ertains hargements.Cavités en forme d'un "sandwih". La struture � sandwih � est omposéed'une ouhe de vide de volume non nul située entre deux ouhes de matériaux.Dans ette ironstane, la avité devient très aplatie (S → −∞) sans se refermer(�gure 1.10-b). Le ritère élaboré par Gologanu et al. [GLD97℄ dans e as-i a été obtenu en faisant un développement en puissane par rapport à g del'équation (1.57). Il s'érit :

|Σxx| ≤ σ (1 − f) , Σzz = 0 (1.75)Les valeurs des oe�ients du GLD orrespondant à la forme atuelle des videssont données par
e1 = 1, e2 = 1g = ∞, α1 = 0, α‘

1 = 0, α2 = 0, C = 1, η = 0. (1.76)La loi d'évolution du paramètre de forme S a dans la situation présente la mêmeexpression que dans le as d'une avité en forme de � pièe de monnaie � (1.74).À la di�érene près que la porosité peut maintenant atteindre des valeurs élevées.Cavités sphériques. Le ritère de plastiité dans e as prend une forme sem-blable à elui de Gurson pour vides sphériques (1.36). Le paramètre de forme estalors expliitement nul (�gure 1.10-). Nous érivons don :
Φ =

Σ2
eq

σ2 + 2qf cosh

(

3

2

Σh

σ

)

− 1 − (qf)2 = 0 (1.77)Il s'ensuit que la ontrainte hydrostatique pondérée Σh est égale à la ontraintemoyenne Σm

Σh =
Σxx + Σyy + Σzz

3
= Σm (1.78)Les oe�ients du GLD ont les valeurs partiulières suivantes :

e1 = 0, e2 = 0, g = 0, α1 =
1

3
, α‘

1 =
1

3
, α2 =

1

3
, κ =

3

2
, C = 1, η = 0. (1.79)



1.5. Présentation du modèle GLD 57L'évolution du paramètre de forme S est donnée par
Ṡ =

3

2

(

1 +
9

2
ξT

(

1 −
√

f
)2
)

Ė
′p
zz (1.80)Cavités ylindriques. Dans e as, la porosité a une valeur �nie alors que leparamètre de forme devient in�ni (S → +∞) , omme indiqué sur la �gure 1.10-d.Le ritère de plastiité orrespondant à un vide ylindrique est semblable à eluide Gurson pour la même forme. Il s'érit :

Φ =
Σ2
eq

σ2 + 2qf cosh

(√
3Σh

σ

)

− 1 − (qf)2 = 0 (1.81)La ontrainte hydrostatique, qui ne dépend plus de la ontrainte axiale Σzz enraison de la forme du V.E.R., est la ontrainte latérale moyenne
Σh =

Σxx + Σyy

2
(1.82)Les oe�ients du modèle sont donnés par

e1 = 1, e2 = 1, g = 0, α1 =
1

2
, α‘

1 =
1

2
, α2 =

1

2
, κ =

√
3, C = 1, η = 0 (1.83)La loi d'évolution du paramètre de forme s'exprime par

Ṡ =
3

2
Ė ‘p

z + 3

(−1

2f
+

1

2

)

Ėp
m (1.84)Cavités en forme d'une "aiguille". À l'inverse de la avité en forme d'unepièe de monnaie, elle ayant la géométrie d'une aiguille est fortement allongée dansla diretion axiale (S → +∞) et une porosité nulle (f → 0), omme le montre la�gure 1.10-e). Le ritère de plastiité se réduit, dans le as présent, à elui de vonMises :

Φ =
Σ2
eq

σ2 − 1 = 0 (1.85)Les oe�ients du modèle prennent alors les valeurs :
e1 = 1, e2 < 1, α1 =

1

2
, α‘

1 =
1

2
, α2 =

1

2
, κ =

√
3, η = 0etC = 1. (1.86)La loi d'évolution du paramètre de forme est donnée par

Ṡ =
3

2
Ėp
zz + 3

(−1

2f
+ 3α2 − 1

)

Ėp
m (1.87)



58 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisation1.5.5 Modélisation de la oaleseneLa oalesene de vides a été introduite dans le ritère GLD en faisant usage de lamodélisation proposée par Tvergaard et Needleman [TN84℄. Pour ela, nousavons remplaé la porosité réelle f qui apparaît, d'une manière expliite, dansl'expression du potentiel plastique (1.57) par une porosité �tive f ∗ donnée parl'équation (1.22).Cependant, dans le as du présent modèle, la porosité ultime fu dépend du para-mètre de forme :
fu =











1
q

si S ≥ 0

(1+g−gf)
q

si S < 0

(1.88)
1.6 Couplage température-omportementNous présentons dans e qui suit l'extension du modèle GLD pour tenir ompte del'in�uene de l'éhau�ement thermique dû à la dissipation plastique sur la réponsedu matériau en ours de déformation. Nous nous plaçons dans la situation où lestempératures n'atteignent pas des ordres de grandeurs pour lesquelles les e�etsvisoplastiques sont ativés. Par onséquent, nous nous situons à des niveaux detempératures inférieurs à la limite 0, 4Tf à 0, 5Tf , où Tf est la température de fusiondu matériau. La modélisation thermo-miroméanique ainsi obtenue est supposéemieux dérire le omportement du matériau au ours du hargement.Dans ette setion, nous dérivons d'abord la proédure suivie pour réaliser leouplage température-plastiité-endommagement. Celui-i s'est e�etué en négli-geant l'élastiité a�n de respeter les hypothèses dans lesquelles a été élaboré lemodèle GLD (matrie rigide-parfaitement plastique). Par la suite, nous proposonsune extension à la thermo-hypoélastiité.1.6.1 Couplage température-plastiitéLe ouplage température-plastiité a été e�etué en inluant l'e�et de la tempéra-ture T sur la ontrainte d'éoulement σ̄. Ce qui nous permet d'érire :

σ̄ = σ̄ (ε̄p, T ) (1.89)Il s'ensuit que :
dσ̄ =

∂σ̄

∂ε̄p
dε̄p +

∂σ̄

∂T
dT (1.90)
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dσ̄ = ~εdε̄

p + ~TdT (1.91)où ~ε =
∂σ̄

∂ε̄p
est le module plastique à température onstante et ~T =

∂σ̄

∂T
,le module thermique à déformation onstante. Les expressions de es deux mo-dules dépendent de la loi d'érouissage utilisée. Nous hoisissons une loi de laforme [BSH95, HB97℄ :

σ̄ = σ̄ (ε̄p) [1 − β (T − T0)] (1.92)où β est un paramètre matériau et σ̄ (ε̄p) la loi d'érouissage de la matrie àtempérature ambiante qui s'érit dans notre as omme suit
σ̄ (ε̄p) = σ0

(

ε̄

ε̄0

)n (1.93)Pour ompléter le modèle, il est néessaire d'établir des lois d'évolution de la dé-formation plastique umulée ε̄p et de la température T . La première est déduiteen érivant de l'équivalene entre les dissipations plastique marosopique et mi-rosopique
(1 − f)σ̄ ˙̄εp = Σ : ĖpNous obtenons don

˙̄εp =
Σ : Ėp

(1 − f)σ̄
(1.94)Pour établir la deuxième relation, nous distinguons deux situations selon quel'éhau�ement thermique s'opèrent dans des onditions adiabatiques ou non.1.6.1.1 Couplage thermoméanique � fort �La loi d'évolution de la température est obtenue en résolvant l'équation généralede la haleur qui est déduite du premier prinipe de la thermodynamique : Lavariation de l'énergie interne massique E d'un matériau en un point de position xde l'éoulement véri�e la relation

ρ
dE

dt
= −divq + σ̄ ˙̄ε+ Ψ (1.95)où ρ est la masse volumique du métal, Ψ la densité volumique de prodution dehaleur et q le veteur �ux de haleur qui est déduit de la loi de Fourier
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q = −KgradT (1.96)où K est la ondutivité thermique du métal.Il est admis que l'énergie interne E des alliages métalliques ne dépend que de latempérature T et de la déformation totale ε̄, nous érivons

E = E (T, ε̄) ⇒ dE

dt
=
∂E

∂ε̄
˙̄ε+

∂E

∂T
Ṫ (1.97)où Cv =

∂E

∂T
est la haleur spéi�que massique du matériau. En insérant les for-mules (1.96) et (1.97) dans (1.95), l'équation de la haleur se met sous la forme

ρCvṪ = div (KgradT ) +

(

σ̄ − ρ
∂E

∂ε̄

)

˙̄ε+ Ψ (1.98)En introduisant le fateur adimensionnel ξ
ξ = 1 − ρ

σ̄

∂E

∂ε̄
, (1.99)onnu sous le nom du oe�ient de Taylor-Quinney qui est de l'ordre de 0, 85à 0, 95 pour les métaux, nous obtenons à

ρCvṪ = div (KgradT ) + ξσ̄ ˙̄ε+ Ψ (1.100)En utilisant l'hypothèse selon laquelle les déformations élastiques sont négligées, equi implique que ˙̄ε ≃ ˙̄εp, puis en insérant l'équation (1.94) dans l'équation (1.100),nous aboutissons �nalement à
ρCvṪ = div (KgradT ) + ξ

Σ : Ė
p

(1 − f)
+ Ψ (1.101)L'équation non-linéaire (1.101) introduit un ouplage thermoméanique � fort �.1.6.1.2 Couplage thermoméanique � faible � - Éhau�ement adiaba-tiqueDans la situation où l'éhau�ement thermique se fait dans des onditions adia-batiques, le terme de ondution div (KgradT )dans l'équation (1.101) sont négli-gés13. Par onséquent, l'équation de la haleur se réduit à :13La densité volumique de prodution de haleur Ψ est aussi négligée dans le as adiabatique.Cette hypothèse se justi�e par le fait que : d'une part, il n'y a pas de possibilité de ouplerdans Abaqus la prodution externe de haleur a la loi de omportement ; d'autre part, les étudesretenues dans e travail ne sont pas onernées à e genre de hargement.



1.7. Conlusion 61
ρcvṪ = ξ

Σ : Ė
p

(1 − f)Cette ériture traduit l'équivalene entre travail plastique est haleur spéi�que. Ils'ensuit que l'évolution de la température est régie par
Ṫ =

ξ

ρcv

Σ : Ėp

(1 − f)
(1.102)1.6.2 Extension à la thermo-hypoélastiitéPour e�etuer le ouplage entre l'élastiité et la température, nous adoptons unedéomposition additive de la déformation élastique totale, notée Ee

tot en une partiedue au omportement purement méanique Ee et une autre partie générée parl'éhau�ement thermique Ee
th

:
Ėe

tot
= Ėe + Ėe

th
(1.103)ave [BSH96, HB97℄ :

Ėe
th

= αṪ1 (1.104)où α est le oe�ient de dilatation thermique et 1 le tenseur unité d'ordre deux. Tet T0 sont respetivement la température atuelle et la température de référene.Finalement, la loi thermo-hypoélastique s'érit
Σ̆ = Σ̇ + Σ.Ω − Ω.Σ = Λe :

(

Ėe + αṪ1
) (1.105)1.7 ConlusionNous avons donné dans e hapitre une desription des prinipaux phénomènesphysiques qui gouvernent la rupture dutile des matériaux élastoplastiques en-dommageables. Des modèles élaborés pour dérire es phases ont aussi été abor-dés. Nous nous sommes attardés sur la présentation du modèle GLD que nousavons hoisi pour e�etuer notre étude. Une extension du modèle GLD au asd'un éhau�ement thermique pouvant avoir lieu dans des onditions adiabatiquesou non est proposée. Cette modélisation permet d'inlure la possibilité de l'adou-issement de la matière suite à son éhau�ement.



62 Chapitre 1. Rupture dutile - aspets théoriques et modélisationNous onsarons le hapitre suivant à la desription du adre général de l'implé-mentation numérique du modèle GLD en insistant sur la présentation de l'algo-rithme d'intégration de la loi de omportement que nous utilisons. Nous donnonsaussi les préautions à prendre pour l'utilisation de ette loi de omportement dansle adre de la théorie des grandes déformations.



Appendie 1
a. oe�ients du modèle GLD
Dans ette setion, les expressions des di�érents oe�ient du modèle GLD, dansle as d'une matrie parfaitement plastique et érouissable sont préisées.

e1 =
√

1 − e−2|S|

f
1 − e22
e32

=
1 − e21
e31

(allongée)
f

√

1 − e22
e32

=

√

1 − e21
e31

(aplatie)
g =







0 (Allongée)
e3
2√
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2
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√
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√
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2
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2
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f −g5/2

1
)( 4

3
−g5/2

f −g5/2

1
)
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gf =

g

g + f
, g1 =

g

g + 1

α1 =







1
2e2

1

− 1−e2
1

2e3
1

tanh−1(e1) (Allongée)
−1−e2

1

2e2
1

+

√
1−e2

1

2e3
1

sin−1(e1) (Aplatie)
α

′

1 =

{

1
3−e2

1

(Allongée)
1−e2

1

3−2e2
1

(Aplatie)
α2 =

{

1+e2
2

3+e4
2

(Allongée)
(1−e2

2
)(1−2e2

2
)

3−6e2
2
+4e4

2

(Aplatie)
C = −κ(g + 1)(g + f) sinh(κH)

η(Q+ ηH)

Q = 1 − f , H = 2(α1 − α2)Matrie plastique
η = − qκQ(g + 1)(g + f) sinh(κH)

(g + 1)2 + q2(g + f)2 + q(g + 1)(g + f)[κH sinh(κH) − 2 cosh(κH)]Matrie érouissable
η = − qκQ(g + 1)(g + f) sinh(κH)

(g + 1)2 + q2(g + f)2 + q(g + 1)(g + f)[κH sinh(κH) − 2 cosh(κH)]

q = tan−1(4(2.5 − T ))

∣

∣

∣

∣

b(S, f, n)−1

π

∣

∣

∣

∣

+
b(S, f, n)

2
+

1

2

b = 1 + (0.655 − 1.75n− 0.533 4

√

f)

(

1

2
+

tan−1(2(1 − S))

π
− 0.0288e−1.08(0.2+S)

)

b. Expressions mathématiques des modèles implé-mentés dans AbaqusLe modèle GLD-adiabatiqueNous présentons dans e paragraphe les équations onstituant le modèle GLD dansle as du ouplage thermoméanique adiabatique.
Φ (Σ, f, S, σ, T ) =

C

σ2‖ Σ′ + ηΣhX‖2 + 2q(g + 1)(g + f ∗) cosh

(

κ
Σh

σ

)

− (g + 1)2 − q2(g + f ∗)2 = 0
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Σ̆ = Σ̇ + Σ.Ω − Ω.Σ

Ė
p

= λ̇
∂Φ

∂Σ

Ṡ =
3

2
h1

(

Ėp
zz

)′

+ 3h2Ė
p
m

ḟ = 3(1 − f)Ėp
m + A ˙̄εp

˙̄σ = ~ε ˙̄εp + ~T Ṫ

Ṫ =
ξ

ρcp

Σ : Ė
p

(1 − f)Le modèle GTN-adiabatiqueLa mise en équation de la loi de omportement GTN ouplée à la températuresdans des onditions adiabatiques est donnée dans e qui suit :
Φ (Σeq,Σm, f, σ̄, T ) =

Σ2
eq

σ̄2
+ 2q1f

∗ cosh

(

3

2
q2

Σm

σ̄

)

− 1 − (q1f
∗)2 = 0

Σ̆ = Σ̇ + Σ.Ω − Ω.Σ

Ė
p

= λ̇
∂Φ

∂Σ

ḟ = 3(1 − f)Ėp
m + A ˙̄εp

˙̄σ = ~ε ˙̄εp + ~T Ṫ

Ṫ =
ξ

ρcp

Σ : Ė
p

(1 − f)
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Chapitre 2
Implémentation numérique dumodèle GLD

2.1 IntrodutionLe développement de l'ingénierie simultanée propulsée par des exigenes de rédu-tion du oûts et du temps de fabriation ont poussé les industriels à s'intéresser deplus en plus à la simulation numérique. La généralisation de l'utilisation des outilsvirtuels pour l'optimisation des pièes méaniques a été possible grâe à l'appari-tion de logiiels performants et �exibles. Ce hapitre est onsaré à la présentationdes aspets numériques liés à l'implémentation du modèle GLD dans le ode de al-ul Abaqus [ABA05℄. Ce dernier o�re la possibilité d'introduire de nouvelles lois deomportement en utilisant des subroutines utilisateurs qui dépendent du shémade résolution hoisi. La subroutine Umat est utilisée lors de la simulation ave leshéma Statique Impliite (S.I.), alors que la subroutine Vumat est employée avele shéma Dynamique Expliite (D.E.).Une desription de la disrétisation spatiale, par éléments �nis employée dans leode de alul Abaqus est d'abord donnée. Puis nous présentons les shémas derésolution Statique Impliite (Abaqus/Standard) et Dynamique Expliite (Aba-qus/Expliit) dans le as d'un problème méanique ainsi que le shéma DynamiqueExpliite Séquentiel (D.E.S.) dans la ironstane d'un problème thermoméaniqueouplé. Nous rappelons ensuite les deux méthodes de disrétisations temporellesutilisées pour l'inrémentation des variables internes du modèle GLD. L'implé-mentation de elui-i s'est faite suivant l'algorithme loal d'intégration des loisde omportement proposé par Aravas [Ara87℄. Nous dérivons à la �n du ha-pitre le adre de travail dans Abaqus pour l'extension des lois omportement auxtransformations �nies. 67
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Fig. 2.1 � Struture en équilibre.2.2 Disrétisation spatio-temporelle2.2.1 Formulation variationnelleProblème méanique - Prinipe des puissanes virtuellesSoit un solide en équilibre oupant à un instant donné un volume V de frontière
Γ. Il est soumis, omme le montre la �gure 2.1, à des fores volumiques Fv, dessurfaiques Fs appliquées sur la partie Γs de sa frontière Γ et à des e�orts deontat Fc sur la portion Γc de Γ.Les onditions aux limites en déplaement u∗ imposées au solide sur le domaine
Γu de Γ (�gure 2.1).Les di�érentes parties de la frontière Γ doivent véri�er les relations :

Γ = Γs ∪ Γc ∪ Γu et Γs ∩ Γc ∩ Γu = ∅Les équations du mouvement s'érivent :
−→
divΣ + Fv = ρü (2.1)où ü représente la dérivée seonde du veteur déplaement u.Le problème onsiste à déterminer les hamps de ontraintes σ (x, t),de déplaement u, de déformation ε (x, t) et les variables internes dumodèles GLD à tout instant t et en tout point x, onnaissant les ondi-tions initiales de haun des hamps.



2.2. Disrétisation spatio-temporelle 69Les hamps de vitesse u̇ et de ontraintes σ (x, t) doivent respeter :
◆ les onditions aux limites en déplaement

u = u∗ sur Γu (2.2)
◆ les onditions aux limites portant sur les e�orts

Σ.n = Fc sur Γs (2.3)
Σ.n = Fc sur ΓC (2.4)Les hamps méaniques et les variables d'état doivent véri�er, en haque pointdu solide V , les équations (1.57), (1.41), (1.70), (1.43), (1.45) et (1.46) du modèleGLD.La base d'une formulation éléments �nis en déplaement est l'introdution d'ap-proximations spatiales de la solution. Pour développer une telle approximationon remplae les équations du mouvement (2.1) par une forme faible équivalenteen la multipliant par une fontion test. La fontion test adoptée dans Aba-qus [ABA05, ZT00℄ est un hamp de vitesses virtuel arbitraire δu̇ su�sammentontinu et véri�ant les onditions aux limites δu̇ = 0 sur Γu. Après développement,nous aboutissons à l'ériture du Prinipe des Puissanes Virtuelles (PPV) :

−
∫

V

Σ : δĖdV +

∫

V

Fvδu̇dV +

∫

Γs

Fsδu̇dΓ +

∫

Γc

Fcδu̇dΓ =

∫

V

ρüδu̇dV (2.5)où δĖ est l'aroissement virtuel des taux de déformations, lié à δu̇ par les relationsde ompatibilité :
Ė=

1

2

[

gradu̇ +T gradu̇
]

, (2.6)La fontionnelle (2.5) est une équation non linéaire qui doit être résolue par une mé-thode itérative en utilisant un développement approprié. Nous présentons dans equi suit la proédure de linéarisation de ette fontionnelle dans le as de l'utilisa-tion d'éléments isoparamétriques, 'est-à-dire d'éléments pour lesquels les fontionsgéométriques sont onfondues ave les fontions d'interpolation.Les déplaements réels et virtuels de tout point du solide V sont reliés aux dépla-ements des n÷uds adjaents par des fontions appropriées [Zie77, ZT00, DT84,DT05℄. En utilisant la méthode de Galerkin
ue = Nnue

n
(2.7)

δue = Nnδue
n

(2.8)
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Nn sont les fontions d'interpolations nodales sur l'élément (e). Elles dépendentdes oordonnées spatiales et sont exprimées dans l'espae de référene. ue

n
désignele veteur ontenant les déplaements de haque n÷ud de l'élément.Les vitesses réelles et virtuelles ainsi que l'aélération sont interpolées en dérivantles équations (2.7) et (2.8) :

u̇e = Nnu̇e
n

δu̇e = Nnδu̇e
n

(2.9)
üe = Nnüe

nEn introduisant les approximations (2.7)-(2.9) dans l'équation (2.5), nous obtenonsune fontionnelle élémentaire de la forme :
Ie =

(

Meüe + F e
int − F e

ext

)

δu̇e = 0 (2.10)où Me est la matrie masse élémentaire ohérente ou onsistante dans le sens oùelle est alulée ave les fontions d'interpolations Nn de l'élément. F e
int

est leveteur élémentaire des e�orts internes et F e
ext le veteur des fores externes del'élément (e). Ces trois grandeurs sont données par

Me =

∫

V e

ρTNnNndV

F e
int =

∫

V e

TBe
nσdV (2.11)

F e
ext

=

∫

V e

TNnFvdV +

∫

Γe
s

TNnFsdΓ +

∫

Γe
c

TNnFcdΓoù la matrie déformations-déplaements Be
n
de l'élément (e) s'érit omme suit :

Be
n

=
∂Nn

∂xnL'équilibre du système global obtenu en assemblant les fontionnelles élémentaires
Ie sur toute la struture est de la forme :

I =
∑

e

Ie =

[

∑

e

(

Meüe + F e
int

− F e
ext

)

]

δu̇e = 0 (2.12)ou enore :
I = (Mü + Fint − Fext) δu̇ = 0 (2.13)
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Γ
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Fig. 2.2 � Struture en équilibreLe système algébrique préédent est non-linéaire. Il exprime l'équilibre dynamiquede la struture. Sa résolution inrémentale par linéarisation sur haque inrémentde temps peut être envisagée par plusieurs méthodes. Nous présentons dans lasetion (2.2.2) deux de es méthodes qui nous intéressent dans la présente étude :le shéma Statique Impliite (S.I.) et le shéma Dynamique Expliite (D.E.).Problème thermiqueConsidérons le même solide de volume V soumis à un �ux de haleur q sur la bord
Γq de sa frontière Γ et à un hamp de température T0 sur une autre partie ΓT de
Γ omme indiqué sur la �gure 2.2.Les di�érentes portions de la frontière Γ doivent véri�er les relations :

Γ = Γq ∪ ΓT et Γq ∩ ΓT = ∅L'équation de haleur (1.101) peut se réérire omme suit :
ρcvṪ = div (KgradT ) + Ψ + rpl (2.14)où rpl = ξ

(

Σ : Ė
p
)

/ (1 − f) est la soure interne de haleur provenant de laontribution méanique. L'équation (2.14) est résolue par la méthode de Galer-kin sous les onditions aux limites :
◆ de température imposée
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T = T0 sur ΓT (2.15)

◆ de �ux de haleur imposé qf sur Γf
◆ de onvetion

qc = h (T − Te) (2.16)où h est le oe�ient d'éhange onvetif de Γc et Te la température extérieure,
◆ de rayonnement

qr = CB̟
[

(T − Ta)
4 − (Te − Ta)

4] (2.17)où CB = 5.6704 10−8JK−1m−2s−1 est la onstante de Stefan-Boltzmann et
̟ l'emissivité du matériau.Le �ux de haleur q est alors égal à

q = qΓ + qc + qr sur Γq (2.18)En supposant que les aratéristiques thermiques du métal sont onstantes, laformulation variationnelle de l'équation de la haleur (2.14) s'érit
∫

V

δTρcvṪ dV −
∫

V

δTL(KT )dV −
∫

V

δTrpldV −
∫

V

δTΨdV +

∫

Γq

δTqdΓ = 0(2.19)où L(KT ) = (KT,i),i est l'opérateur Laplaien de la température et δT l'aroisse-ment de température virtuelle véri�ant les onditions aux limites thermiques sur
Γq. En utilisant la relation :

∫

V

δTL(KT )dV =

∫

V

[δTKT,i],i dV −
∫

V

δT,iKT,idV (2.20)
∫

V

[δTKT,i],i dV =

∫

ΓT

[δTKT,i]nidΓ =

∫

ΓT

δT q̄dΓ (2.21)Où q̄ est le �ux de haleur inonnu orrespondant au hamp de température onnusur la frontière ΓT . En insérant les équations 2.20 et 2.21 dans la relation 2.19 nousobtenons la formulation variationnelle faible
∫

V

δTρcvṪ dV−
∫

ΓT

δT q̄dΓ+

∫

V

δT,iKT,idV−
∫

V

δTrpldV−
∫

V

δTΨdV+

∫

Γq

δTqdΓ = 0(2.22)Les températures réelle et virtuelle de tout point du solide V sont reliés aux dé-plaements des n÷uds adjaents par des fontions appropriées. En utilisant laméthode de Galerkin, nous obtenons les approximations
T e = Nq

n
T e

n
(2.23)

δT e = Nq
n
δT e

n
(2.24)
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n
sont les fontions d'interpolations nodales de la température sur l'élément

(e). Elles dépendent des oordonnées spatiales et sont exprimées dans l'espae deréférene. T e
n
désigne le veteur des températures nodales de l'élément (e). Demême, les taux de température sont interpolés en dérivant l'équation 2.23

Ṫ e = Nq
n
Ṫ e

n
(2.25)En introduisant les approximations 2.23-2.25 dans l'équation 2.22, nous obtenonsla fontionnelle élémentaire

Je =
(

C
eṪ e + R

e
int − R

e
ext

)

= 0 (2.26)où C
e est la matrie apaitane élémentaire, R

e
int est le veteur fore intérieureset R

e
ext le veteur fore extérieures. Ces trois quantités ont pour expressions

C
e =

∫

V e

ρCv
TNq

n
Nq

n
dV

R
e
ext =

∫

V e

TNq
nΨdV (2.27)

R
e
int =

∫

ΓT

TN q
nq̄dΓ +

∫

V e

TZ
e

n (KT ) Ze
ndV −

∫

V e

TN q
nrpldV − +

∫

Γq

TN q
nqdΓoù Z

e
n est la matrie température-déplaement de l'élément (e)

Z
e
n =

∂Nq
n

∂xn
(2.28)L'équilibre global sur toute la struture est obtenu en assemblant toutes les quan-tités élémentaires

J =
∑

e

Je =

[

∑

e

(

C
eṪ e + R

e
int − R

e
ext

)

]

δT e = 0 (2.29)ou enore :
J =

(

CṪ + Rint − Rext

)

δT = 0 (2.30)Le système algébrique non-linéaire 2.29 exprime l'équilibre thermique de la stru-ture. Sa résolution ave un shéma expliite séquentiel dans le adre d'un problèmethermoméanique ouplé est présentée dans la setion 2.2.2.3.



74 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLD2.2.2 shémas de résolution2.2.2.1 Le shéma Statique Impliite - Problème méaniqueLe shéma statique impliite orrespond à la situation où le terme d'inertie quiapparaît dans l'équation (2.12) peut être négligé. Par onséquent, l'équation (2.12)se réduit à :
Rn+1 = (Fint)n+1 − (Fext)n+1 (2.31)où Rn+1 est le résidu de l'équilibre statique à l'instant n + 1. La résolution deette équation dans le adre du pakage Standard du ode Abaqus [ABA05℄ este�etuée par la méthode itérative de Newton-Raphson modi�ée. Le résidu Rn+1est don linéarisé en utilisant un développement limité de Taylor d'ordre 1 :

Riter+1
n+1 = Riter

n +

(

∂Rn

∂un+1

)iter

δUn + ... = 0 (2.32)où δUn = U iter+1
n+1 − U iter

n est l'inrément de déplaement entre les itérationssuessives (iter) et (iter + 1). Ce proessus itératif ontinue jusqu'à onvergenedu système (| Rn+1 |≤ ε) (onvergene du système itératif).L'équation (2.32) fait apparaître l'expression de la matrie tangente à l'itération
(iter) :

[

Kiter
T (Un)

]

= −

(

∂Rn

∂un+1

)iter (2.33)
[

Kiter
T

(Un)
] joue un r�le entral dans la vitesse de onvergene de e shémaitératif [Ara87, Zav92, ZN95, SH98℄. La détermination de et opérateur se fait parle alul du résidu Rn dont la formulation dans l'espae de référene est donnéepar

Rn =

∫

V 0
e

TBe
n

: ΣJdV 0
e −
∫

V 0
e

TNe
n
FvJdV

0
e −
∫

Γs

TNe
n
FsJsdΓ

0
e−
∫

Γc

TNe
n
FcJsdΓ

0
e = 0où J et Js sont, respetivement, les jaobiens de volume et de surfae entre l'élé-ment de référene et l'élément réel. La matrie tangente [Kiter

T (Un)
] de haqueélément est obtenue en alulant la variation de Rn par rapport aux déplaements.Nous obtenons :

[

Ke
T

(Un)
]

=
∂

∂Un

[
∫

V 0
e

TBe
n

: ΣJdV 0
e −

∫

V 0
e

TNe
n
FvJdV

0
e −

∫

Γs

TNe
n
FsJsdΓ

0
e

]

−
[
∫

Γc

TNe
nFcJsdΓ

0
e

] (2.34)



2.2. Disrétisation spatio-temporelle 75La formule préédente peut être simpli�ée en adoptant deux hypothèses, générale-ment véri�ées, qui ont trait aux faibles variations de la géométrie de l'élément auours de l'inrément de hargement et au type de fores appliquées. L'introdutionde es deux hypothèses permet une rédution du temps de alul, sans avoir unein�uene majeure sur la préision des résultats :
◆ dans la situation de faibles variations géométriques au ours de l'inrément dedéformation, les termes Be

n
, J et Js peuvent être négligés :

∂Be
n

∂Un

≃ 0,
∂J

∂Un

≃ 0,
∂Js

∂Un

≃ 0, (2.35)
◆ il est généralement admis que les e�orts appliqués sont des fores non suiveuses.Par onséquent, les approximations suivantes peuvent être adoptées14 :

∂Fv

∂Un

= 0, et
∂Fs

∂Un

= 0. (2.36)La matrie tangente se réduit don à la ontribution de deux quantités, le tenseurdes ontraintes σ et le veteur fore de ontat Fc. On obtient �nalement :
[

Ke
T (Un)

]

=

∫

V 0
e

TBe
n

:
∂Σ

∂E
: Be

n
JdV 0

e −
∫

Γc

TNe
n

∂Fc

∂Un

JsdΓ
0
e (2.37)

L'équation 2.37 fait apparaître l'opérateur tangent ∂Σ

∂E
. Ce dernier dépend de laloi de omportement au travers des variables d'état qui interviennent dans le alulde la ontrainte Σn+1 à haque itération. Une méthode de alul de e terme enutilisant l'algorithme d'Aravas [Ara87℄, qui est retenu pour l'implémentation duGLD, est présentée dans la setion (2.3). En e�et, l'obtention de et opérateurdoit être ohérente ave le shéma d'intégration de la loi de omportement si l'onveut préserver la vitesse de onvergene quadratique du shéma global de Newton-Raphson [Ara87, Zav92, ZN95, SH98℄. Il sera désigné, dans e qui suit, sous le nomd'opérateur tangent onsistant ou inrémental a�n de le distinguer de l'opérateurtangent ontinu obtenu en utilisant la ondition de onsistane.14En pratique, es approximations sont adoptées même dans le as où les harges sont desfores suiveuses. Dans ette situation, la vitesse de onvergene n'est pas trop altérée, notam-ment en raison du temps de alul néessaire pour estimer les quantités qui apparaissent dansl'équation (2.36).
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Fig. 2.3 � Organigramme de résolution du shéma statique impliiteNous représentons sur la �gure 2.3 les prinipales étapes de résolution d'un pro-blème méanique en utilisant un shéma statique impliite.2.2.2.2 Le shéma Dynamique Expliite - Problème méaniqueÀ l'opposé de la méthode impliite, le shéma de résolution expliite n'est pasitérative. Il onsiste en une résolution expliite des équations du mouvement. Deplus, et algorithme ne néessite pas le alul de la matrie tangente qui peuts'avérer une tâhe ardue pour ertains modèles de omportement qui font intervenirplusieurs variables internes salaires et tensorielles.La proédure expliite est souvent utilisée pour des problèmes invoquant de fortesnon-linéarités géométrique tels que la simulation en quasi-statique des proédésde mise en forme. Elle n'est ependant �able que sous ertaines onditions. Ene�et, à l'inverse des formulations impliites qui sont inonditionnellement stables,elles dites expliites présentent une stabilité numérique onditionnée par la taillede l'inrément de temps ∆t. Nous présentons dans e qui suit e shéma.L'équation (2.12) s'érit dans le adre d'une analyse dynamique expliite sous laforme :
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Fig. 2.4 � Organigramme de résolution d'un problème méanique en utilisant unshéma dynamique expliite
MÜ + R = 0 (2.38)La reherhe de la solution de l'équation (2.38) dans le adre de e shéma utilisela méthode des di�érenes entrées :

Ün = M−1
n Rn (2.39)

U̇n+1
2

= U̇n− 1

2

+
∆tn+1 + ∆tn

2
Ün (2.40)

Un+1 = Un+∆tn+1U̇n+1
2

(2.41)Il apparaît des relations préédentes (2.39)-(2.41) que la résolution de l'équa-tion (2.12) néessite le alul de la matrie masse. Cette dernière peut être avan-tageusement diagonalisée pour optimiser le temps de alul [BCCF01, DP05℄. Lesprinipales étapes de résolution du shéma dynamique expliite sont réapituléessur la �gure 2.4.Comme nous l'avons mentionné préédemment, la stabilité et la préision de larésolution dépendent fortement du pas de temps ∆t. Une estimation du pas detemps optimal obtenue en alulant la limite de stabilité pour une solution nonamortie est donnée par
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∆t ≤ 2

wmaxoù wmax est la plus grande pulsation du système.Pour des osillations à hautes fréquenes, un oe�ient de séurité est introduit :
∆t ≤ 2

wmax

[

√

1 + ψ2 − ψ
]

ψ est la valeur de l'amortissement, ψ ≤ 1. Ce fateur permet de réduire la taillede l'inrément.Une estimation de l'inrément de temps stable est proposée dans Abaqus. Elle estobtenue en fontion de la plus petite taille des éléments. Ainsi la limite de stabilitépeut être réérite omme suit :
∆t = min

[

Le
cd

] (2.42)où Le est la longueur aratéristique atuelle de l'élément (e) et cd la vitesse d'uneonde élastique traversant et élément. Elle est égale à
cd =

√

E

ρoù ρ est la densité du matériau et E son module d'Young.2.2.2.3 Le shéma Dynamique Expliite - problème thermoméaniqueNous présentons dans e qui suit le shéma de résolution séquentiel d'un problèmethermoméanique ouplé. Le prinipe d'un tel shéma onsiste à aluler d'abordla solution méanique, puis la solution thermique après avoir estimé les dissipationsméaniques. Le problème thermoméanique est formulé sous la forme
I =

∑

e

Ie =

[

∑

e

(

Meüe + F e
int

− F e
ext

)

]

δu̇e = 0 (2.43)
J =

∑

e

Je =

[

∑

e

(

C
eṪ e

n
+ R

e
int − R

e
ext

)

]

δT e = 0 (2.44)La résolution expliite de l'équation 2.43 a été traitée dans le setion 2.2.2.2. Nousdonnons le shéma de résolution expliite de l'équation 2.44. Le ouplage séquentielentre es deux solutions est montré sur la �gure 2.5 .
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Fig. 2.5 � Organigramme de résolution séquentiel d'un problème thermoméaniqueen utilisant un shéma dynamique expliite



80 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLDL'équilibre thermique global s'érit :
C Ṫn + Rint − Rext = 0 (2.45)Il s'ensuit que le veteur taux de température est trouvé égal à
Ṫn = C

−1 (Rext − Rint) (2.46)Le hamp de température à la �n d'inrément est alors alulé par la relation
Tn+1 = Tn + ∆tnṪn (2.47)

= Tn + ∆tn
[

C
−1 (Rext − Rint)

] (2.48)Le shéma dynamique expliite est onditionnellement stable. Une estimation dela limite de stabilité de la solution thermique15 est donnée par
∆t = min

[

L2
e

2ς

]

où ς =
K
ρCv

est la di�usivité du matériau.2.2.3 Disrétisation temporelle2.2.3.1 GénéralitésLes lois d'évolution temporelle des di�érentes variables internes qui interviennentdans une loi de omportement doivent être réatualisées à la �n de haque inré-ment. Les lois d'évolution de es variables sont en général des équations di�éren-tielles ordinaires (EDO) non linéaires du premier ordre16. Elles peuvent don semettre sous la forme :
Ẏ = G (t, Y ) (2.49)ave des onditions initiales assoiées qui s'érivent de la manière suivante :

Yt=0 = Y0 (2.50)Nous présentons deux méthodes impliites d'intégration temporelle du sys-tème (2.49-2.50) lassées dans la atégorie "à pas indépendants". C'est-à-dire ellespour lesquelles les valeurs des omposantes du veteur Y (t) à l'instant tn+1 sontobtenues à partir de elles onnues à l'instant tn, indépendamment instants préé-dents (tn−1, tn−2...).15Dans la ironstane d'un problème thermoméanique ouplé, la limite de stabilité est priseégale à la plus petite valeur des limites de stabilité des problèmes méanique et thermique prisséparément.16Il est toujours possible de ramener des équations d'un ordre supérieur à 1 au 1er ordre.



2.3. Implémentation numérique du modèle GLD 812.2.3.2 La θ-MéthodeElle est basée sur l'introdution dans l'équation d'Euler d'un paramètre θ pou-vant prendre des valeurs omprises entre 0 et 1. Son expression générale est de laforme :
Yn+θ = (1 − θ) Yn + θYn+1 (2.51)

Yn+1 = Yn + ∆t.G (tn+θ,Yn+θ) (2.52)Une des formulations les plus utilisées de ette disrétisation est déduite de laméthode des trapèzes généralisés pour laquelle la solution à la �n de l'inrémentest donnée par
Yn+1 = Yn +

[

(1 − θ) Ġ (tn,Yn) + θĠ (tn+1,Yn+1)
]

∆t (2.53)La résolution d'une EDO en utilisant la formule 2.53) prend des appellations dif-férentes selon la valeur de θ. Lorsque θ = 0, le shéma est expliite ; pour θ = 1 ilest impliite. Dans le as où θ = 1/2 il est dit semi-impliite.2.2.3.3 Méthode asymptotiqueLe prinipe de l'intégration asymptotique est d'exprimer les équations di�éren-tielles sous la forme :
Ẏ = ϕ (Y ) [A (Y ) − Y ] (2.54)En disrétisant la relation préédente par la méthode du point milieu, nous obte-nons la solution :

Yθ = e−θϕ(Yθ)∆tYn +
[

1 − e−θϕ(Yθ )∆t
]

A (yθ) (2.55)
Yn+1 = e−ϕ(Yn+1)∆tYn +

[

1 − e−ϕ(Yn+1)∆t
]

A (yn+1) (2.56)2.3 Implémentation numérique du modèle GLDNous présentons dans ette setion les prinipales étapes de l'implémentation dumodèle GLD dans le ode de alul Abaqus. Pour ela nous ommençons pardérire l'algorithme proposé par Aravas [Ara87, GA95, ZN95℄ pour l'intégrationdes lois de omportement élastoplastique. Puis nous présentons l'appliation deet algorithme à l'implémentation du modèle GLD, après avoir dérit l'extensionde e shéma au as de l'hypoélastiité ou de la thermo-hypoélastiité selon quel'éhau�ement thermique est pris en ompte ou non.



82 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLD2.3.1 Algorithme loal d'AravasAravas [Ara87℄ a proposé un algorithme de résolution inrémental des pro-blèmes non-linéaires. Ce shéma bien qu'élaboré pour des matériaux élastoplas-tiques dépendant de la ontrainte moyenne ne présente pas de restritions par-tiulières quant à son utilisation pour l'intégration d'autres modèles élastoplas-tique [GA95, ZN95, Zha95, ?, MW03, KG05℄. Le proessus de résolution du pro-blème se base sur la méthode du "préditeur élastique- orretion plastique".Une loi de omportement élastoplastique peut se mettre sous la forme :
Φ (Σ,H) = 0 (2.57)

Ėp = λ̇
∂Φ

∂Σ
(2.58)

Ḣ = FH

(

Σ, Ėp,H
) (2.59)où Φ (Σ,H) est le ritère de plastiité et H le veteur ontenant les variablesd'état.Dans ette setion, nous nous plaçons dans le adre de l'hypothèse de petitesperturbations (HPP), l'extension aux transformations �nies est présentée dansla setion suivante. La proédure d'intégration onsiste à aluler le tenseur desontraintes orrespondant à une solution élastique puis à apporter si néessaire,une orretion plastique.2.3.1.1 Préditeur élastiqueL'algorithme Aravas [Ara87℄ a été initialement proposé pour un matériau élasto-plastique dont l'élastiité est linéaire isotrope, don gouvernée par la loi de Hookegénéralisée :

Σn+1 = Λe : Ee
n+1 (2.60)où :















































Λe
ijkl

= G (δikδjl + δilδjk) +

(

K − 2

3
G

)

δijδkl est la matrie des modules élastiques ;
G etK sont respetivement le module de isaillement et le oe�ient d'inompres-sibilité du matériau ;
δij est le symbole deKroneker ; etles indies (n) et (n+ 1) se rapportent au début et à la �n de l'inrément respeti-.vement



2.3. Implémentation numérique du modèle GLD 83Puisque l'hypothèse des petites perturbations (HPP) est adoptée par Aravas ils'ensuit que l'additivité de la déomposition de la déformation totale E en unepartie élastique Ee et plastique Epest onsarée :
E = Ee + EpEn insérant l'équation préédente dans l'équation (2.60) et en utilisant la relation

En+1 = En + ∆E, nous obtenons
Σn+1 = Λe :

(

En+1 − E
p
n+1

)

= Σpred − Λe : ∆Ep (2.61)où Σpred est le préditeur élastique qui s'exprime omme suit :
Σpred = Λe : (Ee

n + ∆E) (2.62)2.3.1.2 Corretion plastiqueUne fois le préditeur élastique évalué, nous proédons à l'estimation du ritère deplastiité. Dans le as où elui-i est négatif, alors la solution est élastique et lepréditeur élastique. Par onséquent, le tenseur des ontraintes alulé est solutiondu problème. Dans le as où le ritère ontraire, une orretion plastique en résol-vant le système (2.57)-(2.59) s'impose. Pour e faire, Aravas ommene par érirela déomposition des tenseurs des ontraintes et des inréments de déformationsplastiques en leurs parties sphérique et déviatorique :
Σ = −Σp1 +

2

3
ΣeqN (2.63)

∆Ep =
1

3
∆Ep1 + ∆EqN (2.64)où :











Σp = −Σ : 1/3 et N = 3Σ
′

/ (2Σeq) sont respetivement la ontrainte moyenneet le veteur normal unitaire;
δij est le symbole de Kroneker ;

∆Ep = −∆λ

(

∂φ

∂Σp

) et ∆Eq = ∆λ

(

∂φ

∂Σeq

) ont été obtenus par Aravas [Ara87℄en projetant le tenseur des inréments de déformation sur 1 et N . En éliminant
∆λ des deux équations préédentes, nous obtenons

∆Ep
∂φ

∂Σeq
+ ∆Eq

∂φ

∂Σp
= 0 (2.65)



84 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLDLes indies désignant le début et la �n de l'inrément des quantités intervenantdans les équations (2.63) (2.64) ainsi que eux des expressions qui vont suivredans ette setion sont volontairement omis. Il s'ensuit que toutes les quantitésnon indiées sont exprimées en �n de pas, sauf indiation ontraire.En projetant l'équation (2.61) sur 1 et N puis en identi�ant à l'équation (2.63),nous obtenons
Σp = Σpred

p +K∆Ep (2.66)
Σeq = Σpred

eq − 3G∆Eq (2.67)où Σpred
P = −1

3
Σpred : 1 et Σpred

eq =

√

2
3

(

Σpred
)′

:
(

Σpred
)′ .En introduisant les quantités ∆Ep, ∆Eq, Σp et Σeq dans le système d'équa-tions (2.57)-(2.59) se met sous la forme :

Φ (Σp,Σeq,H) = 0 (2.68)
∆Ep

∂φ

∂Σeq
+ ∆Eq

∂φ

∂Σp
= 0 (2.69)

Ḣ = FH (∆Ep,∆Eq,Σp,Σeq,H) (2.70)La solution du problème (2.68)-(2.70) s'obtient omme suit :Nous résolvons d'abord le système de deux équations (2.68, 2.69) à deux inonnues
∆Ep et ∆Eq par un shéma de Newton-Raphson qui nous amène au systèmeéquivalent :

{

A11cp + A12cq = b1

A21cp + A22cq = b2
(2.71)où cp = ∂∆Ep et cq = ∂∆Eq sont respetivement les orretions de ∆Ep et ∆Eq.Les expressions générales des oe�ients Aij et bj sont donnés en appendie.Une fois les valeurs de cp et cq onnues, nous proédons à la réatualisation de

∆Ep et ∆Eq

∆Ep → ∆Ep + cp

∆Eq → ∆Eq + cqPuis nous réatualisons les valeurs de Σp et Σeq en utilisant les équa-tions (2.66) et (2.67).En�n, nous passons à l'inrémentation des variables d'état H. Ce shéma ontinuejusqu'à onvergene totale.Les prinipales étapes de et algorithme sont résumées sur la �gure 2.6.



2.3. Implémentation numérique du modèle GLD 851. Calul du préditeur élastique :
Σpred = Λe : (Ee

n + ∆E)2. Calul du ritère :
Φ
(

Σpred,H
)

= 03. Véri�ation du signe du ritère Φ :Si Φ < 0, alors la solution est élastique, on passe à l'inrément suivantSinon, la solution est plastique, on passe l'étape 4.4. Initialisation de : ∆Ep, ∆Eq, Σp, Σeq et des variables d'état H.5. Calul des orretions de cp et cq6. Atualisation de ∆Ep, ∆Eq, Σp, Σeq.7. Intégration temporelle des variables d'état H.8. Véri�ation de la onvergene du shéma d'intégration :Si la ondition de onvergene est satisfaite, passer à l'inrément suivantSinon, aller à l'étape 5.Fig. 2.6 � Le shéma d'intégration loal d'Aravas[Ara87℄2.3.1.3 Opérateur tangent onsistantComme nous l'avons rappelé dans la setion (2.2.2.1) un shéma d'intégrationimpliite faisant usage de la méthode de Newton-Raphson néessite le alul del'opérateur tangent onsistant. Sa formulation générale est donnée par
Kcons =

(

∂Σ

∂E

)

n+1

(2.72)Il dé�nit la variation de la ontrainte à la �n de l'inrément ausée par la variationde la déformation totale. Il est en général di�érent de l'opérateur tangent ontinu
Kcont =

∆Σ

∆E
(2.73)qui lui dérive de la ondition de onsistane Φ̇ = 0.L'opérateur tangent onsistant dépend de l'algorithme utilisé pour l'implémenta-tion loale de la loi de omportement [Hug87, SH98, APC04, DP05℄. Nous présen-tons i-dessous l'expression de et opérateur tel que proposé dans Aravas [Ara87℄.L'équation de l'élastiité (2.60) peut se réérire sous la forme

Σ = Λe :

(

E − Ep
n −

1

3
∆Ep1 − ∆EqN

) (2.74)
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⇒ ∂Σ = Λe :

(

∂E − 1

3
∂∆Ep1 − ∂∆EqN − ∆Eq

∂N

∂Σ
: ∂Σ

) (2.75)où ∂N

∂Σ
est donné par

∂N

∂Σ
=

3

2

∂

∂Σ

(

Σ
′

Σeq

)

=
1

Σeq

(

3

2
I − 1

2
1 ⊗ 1 − N ⊗ N

) (2.76)où ∂∆Ep et ∂∆Eq sont obtenues en di�éreniant l'équation (2.65).Après alul nous aboutissons au système :
{

C11∂∆Ep + C12∂∆Eq = (D111 +D12N) : ∂Σ

C21∂∆Ep + C22∂∆Eq = (D211 +D22N) : ∂Σ
(2.77)Les onstantes Cij et Dij sont données en appendie. La résolution du systèmepréédent onduit aux formules

∂∆Ep = (mPI1 + mPNN) : ∂Σ (2.78)
∂∆Eq = (mQI1 + mQNN ) : ∂Σ (2.79)où les oe�ients mPI , mPN , mQI , mPN sont donnés par

mPI =
D11C22 −D21C12

C11C22 − C12C21

mPN =
D12C22 −D22C12

C11C22 − C12C21 (2.80)
mQI =

D21C11 −D11C21

C11C22 − C12C21

mQN =
D22C11 −D12C21

C11C22 − C12C21En substituant ∂∆Ep et ∂∆Eq dans l'équation (2.75) nous obtenons
(I + Λe : M) : ∂Σ = Λe : ∂E (2.81)où M =

1

3
mPI1 ⊗ 1 +

1

3
mPN1 ⊗ N + mQIN ⊗ 1 + mPNN ⊗ N + ∆εq

∂N

∂σ
.Finalement, l'opérateur tangent onsistant Kcons s'érit

Kcons =
∂Σ

∂E
= (M + Λe)−1 (2.82)



2.3. Implémentation numérique du modèle GLD 872.3.2 Implémentation du modèle GLDNous présentons dans ette setion les prinipales étapes de l'implémentation dumodèle GLD dans le ode de alul Abaqus [ABA05℄. L'utilisation de l'algorithmeproposé par Aravas [Ara87℄ pour l'intégration de la loi de omportement GLD (ouGTN) néessite l'introdution de l'hypoélastiité ou de la thermo-hypoélastiitéselon que l'éhau�ement thermique est pris en ompte ou non. Cette extension aomme onséquene une modi�ation de l'expression du préditeur élastique.2.3.2.1 Mise en équationAvant de présenter les étapes de l'implémentation du modèle GLD ouplé à la tem-pérature dans des onditions adiabatiques, nous rappelons le système d'équationsomposant ette loi de omportement pour matériaux élastoplastiques endomma-geables :
Φ (Σ, f, S, σ) =

C

σ2‖ Σ′ + ηΣhX‖2 + 2q(g + 1)(g + f) cosh

(

κ
Σh

σ

)

− (g + 1)2 − q2(g + f)2 = 0 (2.83)
Σ̆ = Σ̇ + Σ.Ω − Ω.Σ = Λe :

(

Ėe + αṪ1
) (2.84)

Ė
p

= λ̇
∂Φ

∂Σ
(2.85)

Ṡ =
3

2
h1

(

Ėp
zz

)′

+ 3h2Ė
p
m (2.86)

ḟ = 3(1 − f)Ėp
m + A ˙̄εp (2.87)

˙̄σ = ~ε ˙̄εp + ~T Ṫ (2.88)
Ṫ =

ξ

ρCv

Σ : Ė
p

(1 − f)
(2.89)Le problème onsiste à résoudre le système non linéaire préédent d'une manièreinrémentale. C'est-à-dire, onnaissant l'inrément de déformation totale et le ten-seur des déformations totales au début du pas de temps, nous devons trouver lesvaleurs des ontraintes ainsi que des variables d'état à la �n de pas.2.3.2.2 Préditeur élastiqueCas de l'hypoélastiité. La loi d'hypoélastiité (2.84) peut s'érire sous laforme inrémentale omme suit :
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∆Σ + Σ.∆Ω − ∆Ω.Σ = Λe : ∆Ee

⇒ ∆Σ = Λe : ∆Ee − Σ.∆Ω + ∆Ω.Σ (2.90)En injetant les relations
∆Σ = Σn+1 −Σn (2.91)

∆Ee = ∆E − ∆Ep (2.92)dans l'équation (2.90) nous obtenons :
Σn+1 = Σpred − Λe : ∆Epoù Σpred est le préditeur élastique donné par

Σpred = Σn + Λe : ∆E − Σn.∆Ω − Σn.∆ΩCas de la thermo-hypoélastiité. La prise en ompte de l'in�uene de latempérature sur le omportement élastique du matériau s'e�etue en introduisantla déformation thermique Eth = α (T − T0) 1 dans l'équation de la déformationtotale. Nous érivons
∆E = ∆Ee + ∆Ep+∆Eth (2.93)

⇒ ∆Ee = ∆E − ∆Ep − ∆Eth (2.94)En proédons de la même manière que dans le as de l'hypoélastiité, nous abou-tissons à
Σn+1 = Σpred − Λe : ∆Ep (2.95)où le préditeur élastique Σpred s'érit à présent omme suit :

Σpred = Σn + Λe :
(

∆E −∆Eth
)

−Σn.∆Ω −Σn.∆Ω (2.96)



2.3. Implémentation numérique du modèle GLD 892.3.2.3 Corretion plastiqueDans le as où la valeur du ritère de plastiité Φ est positive, une orretionplastique est néessaire a�n de satisfaire la ondition Φ
(

Σpred, f, S, σ
)

= 0. Lasolution de e problème est obtenue en résolvant le système d'équations (2.83)-(2.88). Les valeurs du hamp de ontrainte, obtenues lors du alul du préditeurélastique, ainsi que elles de toutes les variables d'état intervenant dans la loi deomportement se retrouvent ainsi réatualisées à la �n d'inrément.La première étape de l'implémentation du modèle GLD ouplé à la températuredans des onditions adiabatiques onsiste à exprimer le ritère de plastiité ainsique les lois d'évolution des di�érentes variables d'état en fontion des variablesutilisées dans l'algorithme d'Aravas. Le système d'équations à résoudre se metsous la forme
Φ (Σp,Σeq, f, S, σ̄) =

C (f, S)

σ̄2
Σdev (Σp,Σeq, f, S) + 2q (S) . [g (f, S) + 1]

× [g (f, S) + f ] cosh

[

κ (f, S)
Σh (Σp,Σeq, f, S)

σ

]

− [g (f, S) + 1]2 − q (S)2 [g (f, S) + f ]2 = 0

∆H1 = ∆f = (1 − f)∆Ep + A−∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − f)σ̄

∆H2 = ∆S =
3

2
h1 (Σp,Σq, f, S)

(

1

3
∆Ep + nz∆Eq

)

+ h2 (f, S)∆Ep

∆H3 = ∆σ̄ =

(

~ε (σ̄, T )

σ̄
+ ~T (σ̄, T )

ξ

ρcp

) −∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − f)

∆H4 = ∆T =
ξ

ρcp

−∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − f)où les expressions de Σdev (Σp,Σeq, f, S) et Σh (Σp,Σeq, f, S) sont données en ap-pendie. Les expressions des autres oe�ients ont été données au hapitre 1.Une fois le système non-linéaire mis en plae, nous ommençons par herher lesvaleurs de cp et cq solutions du système
[

A11 A12

A21 A22

]{

cp
cq

}

=

{

b1
b2

}Le alul des oe�ient Aij et bj néessite le alul des dérivées partielles du ritèreainsi que elles des variables internes. Les expressions de es six oe�ients dansle as présent sont les suivantes :
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A11 =

∂Φ

∂Σeq
+ ∆Ep

(

K
∂2Φ

∂Σp∂Σeq
+

∂2Φ

∂Σeq∂f

∂f

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σeq∂S

∂S

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σeq∂σ̄

× ∂σ̄

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σeq∂T

∂T

∂∆Ep

)

+ ∆Eq

(

K
∂2Φ

∂Σ2
p

+
∂2Φ

∂Σp∂f

∂f

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σp∂S

× ∂S

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σp∂σ̄

∂σ̄

∂∆Ep
+

∂2Φ

∂Σp∂T

∂T

∂∆Ep

) (2.97)
A12 =

∂Φ

∂Σp
+ ∆Ep

(

−3G
∂2Φ

∂Σ2
eq

+
∂2Φ

∂Σeq∂f

∂f

∂∆Eq
+

∂2Φ

∂Σeq∂S

∂S

∂∆Eq
+

∂2Φ

∂Σeq∂σ̄

× ∂σ̄

∂∆Eq
+

∂2Φ

∂Σeq∂T

∂T

∂∆Eq

)

+ ∆Eq

(

−3G
∂2Φ

∂Σp∂q
+

∂2Φ

∂Σp∂f

∂f

∂∆Eq

+
∂2Φ

∂Σp∂S

∂S

∂∆Eq
+

∂2Φ

∂Σp∂σ̄

∂σ̄

∂∆Eq
+

∂2Φ

∂Σp∂T

∂T

∂∆Eq

) (2.98)
A21 = K

∂Φ

∂Σp

+
∂Φ

∂f

∂f

∂∆Ep
+
∂Φ

∂S

∂S

∂∆Ep
+
∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂∆Ep
(2.99)

A22 = −3G
∂Φ

∂Σeq

+
∂Φ

∂f

∂f

∂∆Eq
+
∂Φ

∂S

∂S

∂∆Eq
+
∂Φ

∂σ̄

∂σ̄

∂∆Eq
(2.100)

b1 = −∆Ep
∂Φ

∂Σeq
− ∆Eq

∂Φ

∂Σp
(2.101)

b2 = −Φ (2.102)Les expressions des dérivées partielles des variables d'état f , S et σ̄ par rapportaux variables ∆Ep et ∆Eq sont données en appendie.Une fois cp et cq alulées, nous proédons à la réatualisation de ∆Ep et ∆Eq :
∆Ep → ∆Ep + cp (2.103)
∆Eq → ∆Eq + cq (2.104)Puis, nous réatualisons les ontraintes équivalente Σeq et moyenne de pression Σpen employant les relations

Σp = Σpred
p +K∆Ep (2.105)

Σeq = Σpred
eq − 3G∆Eq (2.106)Finalement, l'intégration temporelle des variables d'état onduit à
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Solution élastique.  
RETOUR 

 

NON 

NON 

En entrée : ∆E 

Φ < 0

Convergence ?

Calcul de Σ et r

Calcul du prédicteur Σ
Calcul du critère Φ

pred

Actualisation de ,,

σS ƒActualisation de ,

Calcul des corrections c   et cp q

        Solution plastique
Initialisation des variables

OUI

OUI

et

et

pl

ƒ = ƒ*ƒ = ƒ + δ (ƒ-ƒ )*
c c

   Critère de
 coalescence

OUI NON 

T,

Schéma 

implicite Calcul de Kcons

K cons = Λ
e

En sortie Σ, r   et pl KconsFig. 2.7 � Organigramme de l'implémentation du modèle GLD
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fn+1 = fn + (1 − fn) ∆Ep + A−∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − fn)σ̄

Sn+1 = Sn +
3

2
h1

(

1

3
∆Ep + nz∆Eq

)

+ h2∆Ep (2.107)
σ̄n+1 = σ̄n +

(

~ε

σ̄n
+ ~T

ξ

ρcp

) −∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − fn+1)

Tn+1 = Tn +
ξ

ρcp

−∆EpΣp + ∆EqΣeq

(1 − fn+1)où les valeurs de Σp, Σeq, ∆Ep et ∆Eq utilisées dans le système préédent sont lesvaleurs réatualisées. Le shéma ontinue jusqu'à onvergene totale.Nous avons vu préédemment que l'opérateur tangent est donnée par la formule
Kcont =

∂Σ̇

∂Ė
= (M + Λe)−1où M =

1

3
mPI1 ⊗ 1+

1

3
mPN1 ⊗ N +mQIN ⊗ 1+mPNN ⊗ N +∆εq

∂N

∂σ
. Lesoe�ients mPI , mPN , mQI et mPN dépendent de huit oe�ients Cij et Dij (i etj allant de 1 à 2). Ces derniers sont donnés dans l'appendie de e hapitre.Les prinipales étapes de l'implémentation du modèle GLD sont réapitulées surla �gure 2.7.2.4 Extension aux grandes déformationsLa di�ulté de l'ériture des lois de omportement en grandes déformations ré-side dans le fait que, ontrairement aux as de transformations in�nitésimales oùles on�gurations initiale et déformée sont voisines et exprimées dans le mêmerepère spatial, en transformations �nies es deux on�gurations peuvent être trèséloignées. Le problème du hoix du repère spatial pour l'ériture de telles loisde omportement est don posé. Deux possibilités sont o�ertes pour surmonterette di�ulté. La première onsiste à proposer une nouvelle loi de omportementspéi�que aux grandes déformations. La deuxième est d'utiliser une formulationpermettant de transposer le modèle érit sous l'hypothèse des petites perturbations(HPP) aux grandes déformations moyennant quelques modi�ations [Dog89℄.La deuxième alternative est elle adoptée dans Abaqus [ABA05℄. Dans ette se-tion, nous rappelons quelques notions théoriques sur l'extension des lois de ompor-tement érites en HPP aux transformations �nies, puis nous présentons les préau-tions à prendre pour mettre en ÷uvre une telle proédure dans Abaqus/Standardet Abaqus/Expliit.
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z

Fig. 2.8 � Con�guration intermédiaire relâhée2.4.1 Milieux à on�guration intermédiaireSoit un point matériel d'un solide V de oordonnées x dans la on�guration dé-formée (Ct) et X dans la on�guration de référene (C0), omme indiqué sur la�gure 2.8. Les expressions des tenseurs gradient de déformation F et gradient devitesse L en e point sont données par les relations
F =

∂x

∂X
(2.108)

L = Ḟ .F−1 (2.109)La notion de on�guration intermédiaire est introduite en proédant à un relâhe-ment élastique loal des ontraintes à partir de la on�guration déformée touten bloquant les méanismes de plastiité (�gure 2.8). Un matériau élastoplas-tique a alors un omportement élastique vis-à-vis de la on�guration intermé-diaire [Dog89℄. Le tenseur gradient des déformations se déompose, en tenantompte de ette nouvelle on�guration, omme suit :
F = Fe.Fpoù Fe est le tenseur gradient de déformation élastique qui permet le passageentre la on�guration relâhée et la on�guration déformée et Fp le gradient de



94 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLDdéformation plastique qui permet le passage entre la on�guration relâhée et laon�guration initiale. Les déompositions polaires de es deux tenseurs s'érivent
F e = Ve.Re (2.110)
F p = Rp.Up (2.111)où Re et Rp sont les tenseurs rotation propre de orps rigide élastique et plastiquerespetivement ; Ve est le tenseur des déformations élastiques pure gauhe ; et

Upest le tenseur des déformations plastique pure droit. Ces deux tenseurs sontsymétriques dé�nis positifs.En insérant les équations (2.110) et (2.111) dans (2.109) nous obtenons
L = Ḟe. (Fe)−1 + Ve.Ḟp. (Fp)−1

. (Ve)−1 = Le + Ve.Ḟp. (Fp)−1
. (Ve)−1(2.112)Il apparaît de l'expression préédente qu'il n'y pas additivité entre les tenseursgradient de vitesse élastique Le = Ḟe. (Fe)−1 et plastique Lp = Ḟp. (Fp)−1 :

L 6= Le + LpIl en est alors ainsi des tenseurs taux de déformation DL et taux de rotation WL,puisque
DL =

1

2

(

L + TL
)

= De
L

+
[

Ve.Lp. (Ve)−1
]sym (2.113)

WL =
1

2

(

L − TL
)

= W e
L

+
[

Ve.Lp. (Ve)−1
]antisym (2.114)L'additivité de es tenseurs n'est obtenue qu'en admettant que les déformationsélastiques sont in�nitésimales Ve = (1 + εe) ∼= 1. Cette hypothèse est justi�éedans le as des métaux où les déformations élastiques sont de l'ordre du millième.Dans e as nous retrouvons l'additivité

DL = ε̆eJ + D
p
L (2.115)

WL = W e
L

+ W
p
L (2.116)où ε̆eJ est la dérivée de Jaumann de la déformation élastique [BCCF01℄.Par onséquent, la déomposition additive des vitesses de déformation élastiqueset inélastiques reste valable en transformations �nies. Il s'ensuit que la onstru-tion d'une théorie générale garantissant l'objetivité des lois de omportement estpossible. Pour ela l'utilisation de repères loaux objetifs fournit une méthodesystématique pour transposer des lois HPP en grandes déformations.



2.4. Extension aux grandes déformations 95Le référentiel orotationnel. Il existe une famille unique de référentiels loauxobjetifsRQ tels qu'en tout point et à haque instant, le taux de rotation du milieupar rapport à e référentiel soit nul.Le tenseur des rotations Q, dé�ni dans un référentiel tournant orthonormé, véri�eles relations [Dog89℄ :
Q̇.TQ = WQ, Q.TQ = 1 Q (= 0) = 1 (2.117)À haque tenseur A on peut lui assoier un tenseur AQ qui s'exprime dans leréférentiel tournant sous la forme

AQ = TQ.A.Q (2.118)Par onséquent, la dérivée du tenseur A par rapport au référentiel tournant est :
DQA

Dt
= TQ

[

d
(

Q.A.TQ
)

dt

]

Q = Ȧ + A.WQ − WQ.A (2.119)où Ȧ désigne la dérivée matérielle lassique.De ette ériture, on peut postuler que la formulation de lois de omportementdans un référentiel tournant n'utilise que les dérivées matérielles lassiques et desvariables tensorielles exprimées dans le même repère. Don, l'extension de modèlesérits en petites déformations aux transformations �nies peut se faire simplementen travaillant dans de tels référentiels. La di�ulté d'adopter e adre de travailréside dans le hoix du tenseur rotation Q. Abaqus propose deux possibilités : larotation de Jaumann et la rotation propre de Green-Naghdi.2.4.2 Extension aux grandes déformation dans AbaqusL'extension des lois de omportement érites en HPP aux grandes déformationsdans Abaqus utilise deux inématiques. Comme nous l'avons vu préédemment,une telle extension néessite l'ériture des lois de omportement dans un référentieltournant dé�ni par la rotation Q. Le tenseur des déformations E est obtenu dansette situation en intégrant le tenseur DL (équation 2.115).Rotation de Jaumann Cette inématique est utilisée par défaut dansAbaqus standard pour tous les éléments à l'exeption des éléments oqueet membrane. Nous avons vu préédemment que pour érire une loi deomportement en grande déformation il est néessaire de tourner les tenseurspour garder leurs objetivités. Il s'ensuit que lors de l'implémentation d'uneloi de omportement dans Abaqus, il est néessaire d'a�eter tout tenseur



96 Chapitre 2. Implémentation numérique du modèle GLDintervenant dans le modèle d'un mouvement de orps rigide ; exeption faitedes tenseurs de déformation totale et de ontrainte qui eux, ont été déjàtournés dans Abaqus [ABA05℄. Par exemple, l'inrément de ontrainte à la�n de l'inrément a été obtenu en utilisant la relation [BD01℄
∆Σ = ∆Σ̆ + (∆WQ.Σn − Σn.∆WQ) = ∆Σ̆ + Q.Σn.

TQ (2.120)où ∆Σ̆ est l'inrément de ontrainte dans le référentiel tournant. Le tenseurdes ontraintes introduit dans Abaqus au début de l'inrément est e�etive-ment Q.Σn.
TQ, il ne reste plus alors à l'utilisateur qu'à aluler le tenseurdes ontraintes à la �n de l'inrément. Cependant, les tenseurs déformationélastique Ee et plastique Ep doivent être tournés a�n de véri�er le priniped'objetivité. Abaqus fournit une routine ROTSIG qui permet d'a�eter touttenseur d'un mouvement de orps rigide lors de l'implémentation des lois deomportement. Cette rotation doit se faire au début de l'inrément a�n detransformer un tenseur An en un autre tenseur Q.An.

TQ. Ce dernier serautilisé pour aluler les tenseurs réatualisés à la �n de l'inrément An+1.Rotation de propre de Green-Naghdi Cette inématique est utiliséepar défaut dans Abaqus/Expliit pour tous les éléments, et dans AbaqusStandard pour les éléments oque et membrane. Pour tout tenseur A inter-venant dans la loi de omportement, Abaqus e�etue un transport en débutd'inrément dans un référentiel tournant sous la forme suivante :
An = TRn.An.Rn (2.121)Après atualisation des variables à la �n de l'inrément, Abaqus proèdeau transport inverse

An+1 = Rn+1.An+1.
TRn+1 (2.122)L'inrément de rotation du référentiel tournant est obtenu à partir dutenseur de rotation R

∆Q = ∆R.TR (2.123)Cas du ouplage thermoméanique Nous avons vu préédemment que dansla ironstane d'un omportement thermoméanique, la déformation totale peutêtre déomposée en trois parties élastique, plastique et thermique :
E = Ee + Ep + Eth (2.124)Pour éviter d'introduire une on�guration thermique intermédiaire Aba-qus [ABA05℄ propose de onsidérer les déformations thermiques Eth omme des



2.5. Conlusion 97déformations élastiques dues à l'éhau�ement thermique. Par onséquent, la dé-omposition multipliative du tenseur gradient de la déformation totale s'érittoujours
F = Fe.Fp (2.125)2.5 ConlusionLes aspets numériques liés au modèle théorique développé au hapitre 1 sontprésentés dans e hapitre. Les disrétisations spatiales des équilibres méaniqueet thermique par la méthode des éléments �nis sont données. Les shémas derésolution impliite et expliite du problème méanique ainsi que la méthode sé-quentielle expliite d'intégration du problème thermoméanique sont rappelés. Lesprinipales étapes de l'implémentation du modèle GLD dans Abaqus ainsi que lesdisrétisations temporelles des di�érentes variables d'état intervenant dans etterelation sont dérites. Nous avons évoqué les préautions à prendre lors de l'implé-mentation de ette loi de omportement pour une utilisation adéquate en grandesdéformations. La mise en ÷uvre informatique de notre modélisation fait l'objetdes deux hapitres suivants.
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Appendie 2
Formulation générale des dérivées relatives des va-riables d'état par rapport à ∆εp et ∆εq

∂Hr

∂∆εp
=
∑

crs

(

∂∆Hs

∂∆εp
+K

∂∆Hs

∂ΣP

)

∂Hr

∂∆εq
=
∑

crs

(

∂∆Hs

∂∆εq
− 3G

∂∆Hs

∂Σeq

)où crsest l'inverse de la matrie dont les omposantes sont crs = δrs −
∂r

∂HsExpressions générales des oe�ients Aij et bj
A11 =

∂Φ

∂Σeq

+ ∆Ep

(

K
∂2Φ

∂Σp∂Σeq

+
∑

s

∂2Φ

∂Σeq∂Hs

∂Hs

∂∆Ep

)

+ ∆Eq

(

K
∂2Φ

∂Σ2
p

+
∑

s

∂2Φ

∂Σp∂Hs

∂Hs

∂∆Ep

) (126)
A12 =

∂Φ

∂Σp
+ ∆Ep

(

−3G
∂2Φ

∂Σ2
eq

+
∑

s

∂2Φ

∂Σeq∂Hs

∂Hs

∂∆Eq

)

+ ∆Eq

(

−3G
∂2Φ

∂Σp∂Σeq
+
∑

s

∂2Φ

∂Σp∂Hs

∂Hs

∂∆Eq

) (127)
A21 = K

∂Φ

∂Σp
+
∑

s

∂Φ

∂Hs

∂Hs

∂∆Ep
(128)

A22 = −3G
∂Φ

∂Σeq

+
∑

s

∂Φ

∂Hs

∂Hs

∂∆Eq
(129)99
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b1 = −∆Ep

∂Φ

∂Σeq

− ∆Eq
∂Φ

∂Σp

(130)
b2 = −Φ (131)Contrainte déviatorique Σdev et hydrostatique Σh quiapparaissent dans l'expression du ritère de plasti-ité :

Σdev (ΣP ,Σeq, f, S) = {1 +
4

9
(nx + ny)α2 (f, S)2 η (f, S)2 +

4

9
n2
z [1 − 2α2 (f, S)]2

× η (f, S)2 +
8

9
nz (nx + ny)

[

α2 (f, S) − 2α2 (f, S)2] η (f, S)2

+
2

3
nz (nx + ny) + α2 (f, S) η (f, S) + n2

z (1 − 2α2 (f, S))

× η (f, S)Σ2
eq + η (f, S)2 Σ2

P +

[

4

3
(nx + ny)α2 (f, S) η (f, S)2

+ nzη (f, S)2 − 2nzα2 (f, S) η (f, S)2 − nzη (f, S)
]

ΣPΣeq

Σh (σp, σeq, f, S) = −ΣP +
2

3
[(nx + ny)α2 (f, S) + nz (1 − 2α2 (f, S))] σeq

Dérivées des variables d'état du modèle GLD-Adiabatique par rapport à ∆εp et ∆Eq :Par rapport à ∆Ep :
∂f

∂∆Ep
= c11

(

∂∆f

∂∆Ep
+K

∂∆f

∂Σp

)

+ c12

(

∂∆S

∂∆Ep
+K

∂∆S

∂Σp

)

+ c13

(

∂∆σ̄

∂∆Ep
+K

∂∆σ̄

∂Σp

)

+ c14

(

∂∆T

∂∆Ep
+K

∂∆T

∂Σp

)

∂S

∂∆Ep
= c21

(

∂∆f

∂∆Ep
+K

∂∆f

∂Σp

)

+ c22

(

∂∆S

∂∆εp
+K

∂∆S

∂Σp

)

+ c23

(

∂∆σ̄

∂∆εp
+K

∂∆σ̄

∂Σp

)

+ c24

(

∂∆T

∂∆εp
+K

∂∆T

∂Σp

)
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∂σ̄

∂∆εp
= c31

(

∂∆f

∂∆εp
+K

∂∆f

∂Σp

)

+ c32

(

∂∆S

∂∆εp
+K

∂∆S

∂Σp

)

+ c33

(

∂∆σ̄

∂∆εp
+K

∂∆σ̄

∂Σp

)

+ c34

(

∂∆T

∂∆εp
+K

∂∆T

∂Σp

)

∂T

∂∆εp
= c41

(

∂∆f

∂∆εp
+K

∂∆f

∂Σp

)

+ c42

(

∂∆S

∂∆εp
+K

∂∆S

∂Σp

)

+ c43

(

∂∆σ̄

∂∆εp
+K

∂∆σ̄

∂Σp

)

+ c44

(

∂∆T

∂∆εp
+K

∂∆T

∂Σp

)Par rapport ∆εq

∂f

∂∆εq
= c11

(

∂∆f

∂∆εq
+K

∂∆f

∂Σeq

)

+ c12

(

∂∆S

∂∆εq
+K

∂∆S

∂Σeq

)

+ c13

(

∂∆σ̄

∂∆εq
+K

∂∆σ̄

∂Σeq

)

+ c14

(

∂∆T

∂∆εq
+K

∂∆T

∂Σeq

)

∂S

∂∆εq
= c21

(

∂∆f

∂∆εq
+K

∂∆f

∂Σeq

)

+ c22

(

∂∆S

∂∆εq
+K

∂∆S

∂Σeq

)

+ c23

(

∂∆σ̄

∂∆εq
+K

∂∆σ̄

∂Σeq

)

+ c24

(

∂∆T

∂∆εq
+K

∂∆T

∂Σeq

)

∂σ̄

∂∆εq
= c31

(

∂∆f

∂∆εq
+K

∂∆f

∂Σeq

)

+ c32

(

∂∆S

∂∆εq
+K

∂∆S

∂Σeq

)

+ c33

(

∂∆σ̄

∂∆εq
+K

∂∆σ̄

∂Σeq

)

+ c34

(

∂∆T

∂∆εq
+K

∂∆T

∂Σeq

)

∂T

∂∆εq
= c41

(

∂∆f

∂∆εq
+K

∂∆f

∂Σeq

)

+ c42

(

∂∆S

∂∆εq
+K

∂∆S

∂Σeq

)

+ c43

(

∂∆σ̄

∂∆εq
+K

∂∆σ̄

∂Σeq

)

+ c44

(

∂∆T

∂∆εq
+K

∂∆T

∂Σeq

)Les oe�ients cij sont les omposantes de la matrie [c] donnée i-dessous :
[c] =























1 − ∂∆f

∂f
−∂∆f
∂S

−∂∆f
∂σ̄

−∂∆f
∂T

−∂∆S
∂f

1−∂∆S
∂S

−∂∆S
∂σ̄

−∂∆S
∂T

−∂∆σ̄
∂f

−∂∆σ̄
∂S

1−∂∆σ̄
∂σ̄

−∂∆σ̄
∂T

−∂∆T
∂f

−∂∆T
∂S

−∂∆T
∂σ̄

1−∂∆T
∂σ̄























−1



102 Appendie 2Expressions des oe�ients néessaires au alul del'opérateur tangent du modèle GLD-Adiabatique
C11 =

∂φ

∂Σeq

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂f
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂f

)(

c11
∂∆f

∂∆εp
+ c12

∂∆S

∂∆εp
+ c13

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c14

∂∆T

∂∆εp

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂S
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂S

)(

c21
∂∆f

∂∆εp
+ c22

∂∆S

∂∆εp
+ c23

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c24

∂∆T

∂∆εp

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂σ̄
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂σ̄

)(

c31
∂∆f

∂∆εp
+ c32

∂∆S

∂∆εp
+ c33

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c34

∂∆T

∂∆εp

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂T
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂T

)(

c41
∂∆f

∂∆εp
+ c42

∂∆S

∂∆εp
+ c43

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c44

∂∆T

∂∆εp

)

C12 =
∂φ

∂Σp
+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂f
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂f

)(

c11
∂∆f

∂∆εq
+ c12

∂∆S

∂∆εq
+ c13

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c14

∂∆T

∂∆εq

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂S
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂S

)(

c21
∂∆f

∂∆εq
+ c22

∂∆S

∂∆εq
+ c23

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c24

∂∆T

∂∆εq

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂σ̄
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂σ̄

)(

c31
∂∆f

∂∆εq
+ c32

∂∆S

∂∆εq
+ c33

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c34

∂∆T

∂∆εq

)

+

(

∆εp
∂2φ

∂Σeq∂T
+ ∆εq

∂2φ

∂Σp∂T

)(

c41
∂∆f

∂∆εq
+ c42

∂∆S

∂∆εq
+ c43

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c44

∂∆T

∂∆εq

)

C21 =
∂φ

∂f

(

c11
∂∆f

∂∆εp
+ c12

∂∆S

∂∆εp
+ c13

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c14

∂∆T

∂∆εp

)

+
∂φ

∂S

(

c21
∂∆f

∂∆εp
+ c22

∂∆S

∂∆εp
+ c23

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c24

∂∆T

∂∆εp

)

+
∂φ

∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂∆εp
+ c32

∂∆S

∂∆εp
+ c33

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c34

∂∆T

∂∆εp

)

+
∂φ

∂T

(

c41
∂∆f

∂∆εp
+ c42

∂∆S

∂∆εp
+ c43

∂∆σ̄

∂∆εp
+ c44

∂∆T

∂∆εp

)

C22 =
∂φ

∂f

(

c11
∂∆f

∂∆εq
+ c12

∂∆S

∂∆εq
+ c13

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c14

∂∆T

∂∆εq

)

+
∂φ

∂S

(

c21
∂∆f

∂∆εq
+ c22

∂∆S

∂∆εq
+ c23

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c24

∂∆T

∂∆εq

)

+
∂φ

∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂∆εq
+ c32

∂∆S

∂∆εq
+ c33

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c34

∂∆T

∂∆εq

)

+
∂φ

∂T

(

c41
∂∆f

∂∆εq
+ c42

∂∆S

∂∆εq
+ c43

∂∆σ̄

∂∆εq
+ c44

∂∆T

∂∆εq

)
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D11 =

1

3
∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂Σp
+

∂2φ

∂Σeq∂f

(

c11
∂∆f

∂Σp
+ c12

∂∆S

∂Σp
+ c13

∂∆σ̄

∂Σp
+ c12

∂∆S

∂Σp

)]

+
1

3
∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂S

(

c21
∂∆f

∂Σp
+ c22

∂∆S

∂Σp
+ c23

∂∆σ̄

∂Σp
+ c12

∂∆S

∂Σp

)]

+
1

3
∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σp
+ c32

∂∆S

∂Σp
+ c33

∂∆σ̄

∂Σp
+ c12

∂∆S

∂Σp

)]

+
1

3
∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂T

(

c41
∂∆f

∂Σp

+ c42
∂∆S

∂Σp

+ c43
∂∆σ̄

∂Σp

+ c44
∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3
∆εq

[

∂2φ

∂∂Σ2
p

+
∂2φ

∂Σp∂f

(

c11
∂∆f

∂Σp

+ c12
∂∆S

∂Σp

+ c13
∂∆σ̄

∂Σp

+ c14
∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂S

(

c21
∂∆f

∂Σp
+ c22

∂∆S

∂Σp
+ c23

∂∆σ̄

∂Σp
+ c24

∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σp

+ c32
∂∆S

∂Σp

+ c33
∂∆σ̄

∂Σp

+ c34
∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂T

(

c41
∂∆f

∂Σp
+ c42

∂∆S

∂Σp
+ c43

∂∆σ̄

∂Σp
+ c44

∂∆T

∂Σp

)]

D12 = −∆εp

[

∂2φ

∂Σ2
eq

+
∂2φ

∂Σeq∂f

(

c11
∂∆f

∂Σeq
+ c12

∂∆S

∂Σeq
+ c13

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c14

∂∆T

∂Σeq

)]

− ∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂S

(

c21
∂∆f

∂Σeq
+ c22

∂∆S

∂Σeq
+ c23

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c24

∂∆T

∂Σeq

)]

− ∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σeq
+ c32

∂∆S

∂Σeq
+ c33

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c33

∂∆σ̄

∂Σeq

)]

∆εp

[

∂2φ

∂Σeq∂T

(

c41
∂∆f

∂Σeq
+ c42

∂∆S

∂Σeq
+ c43

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c44

∂∆T

∂Σeq

)]

− 1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σeq∂Σp

+
∂2φ

∂Σp∂f

(

c11
∂∆f

∂Σeq

+ c12
∂∆S

∂Σeq

+ c13
∂∆σ̄

∂Σeq

+ c14
∂∆T

∂Σeq

)]

− 1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂S

(

c21
∂∆f

∂Σeq
+ c22

∂∆S

∂Σeq
+ c23

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c24

∂∆T

∂Σeq

)]

− 1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σeq
+ c32

∂∆S

∂Σeq
+ c33

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c34

∂∆T

∂Σeq

)]

1

3
∆εq

[

∂2φ

∂Σp∂T

(

c41
∂∆f

∂Σeq
+ c42

∂∆S

∂Σeq
+ c43

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c44

∂∆T

∂Σeq

)]
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D21 =

1

3

[

∂φ

∂Σp

+
∂φ

∂f

(

c11
∂∆f

∂Σp

+ c12
∂∆S

∂Σp

+ c13
∂∆σ̄

∂Σp

+ c14
∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3

[

∂φ

∂S

(

c21
∂∆f

∂Σp
+ c22

∂∆S

∂Σp
+ c23

∂∆σ̄

∂Σp
+ c24

∂∆T

∂Σp

)]

+
1

3

[

∂φ

∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σp
+ c32

∂∆S

∂Σp
+ c33

∂∆σ̄

∂Σp
+ c34

∂∆T

∂Σp

)]

1

3

[

∂φ

∂T

(

c41
∂∆f

∂Σp
+ c42

∂∆S

∂Σp
+ c43

∂∆σ̄

∂Σp
+ c44

∂∆T

∂Σp

)]

D22 = −
[

∂φ

∂Σeq
+
∂φ

∂f

(

c11
∂∆f

∂Σeq
+ c12

∂∆S

∂Σeq
+ c13

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c14

∂∆T

∂Σeq

)]

−
[

∂φ

∂S

(

c21
∂∆f

∂Σeq
+ c22

∂∆S

∂Σeq
+ c23

∂∆σ̄

∂Σeq
+ c24

∂∆T

∂Σeq

)]

−
[

∂φ

∂σ̄

(

c31
∂∆f

∂Σeq

+ c32
∂∆S

∂Σeq

+ c33
∂∆σ̄

∂Σeq

+ c34
∂∆T

∂Σeq

)]

[

∂φ

∂T

(

c41
∂∆f

∂Σeq

+ c42
∂∆S

∂Σeq

+ c43
∂∆σ̄

∂Σeq

+ c44
∂∆T

∂Σeq

)]



Chapitre 3
Validation sur des essais simples

3.1 IntrodutionNous présentons dans e hapitre des simulation numériques utilisant les modèlesGTN et GLD présentés au hapitre 1. Ces appliations nous permettent de validerl'implémentation de es deux modèles dans le ode industriel Abaqus.Nous ommençons d'abord par rappeler le modèle de la ellule élémentaire qui estemployé pour étudier la réponse d'un matériau supposé onstitué d'un assemblagepériodique de Volume Élémentaire Représentatif (V.E.R.). Nous dérivons par lasuite la tehnique développée pour le alul expliite de ellules tout en garantissantune triaxialité onstante au ours du hargement. Cette méthode nous permet deomparer les résultats prédits par le modèle GLD ave eux obtenus sur des alulsde ellules élémentaires. Toujours dans le adre de la simulation de la réponse d'unélément axisymétrique, nous abordons l'in�uene de l'éhau�ement thermique surla ruine �nale de elui-i.Deux essais de tration de barreaux sont ensuite réalisés à la �n du hapitre. Lepremier est e�etué sur une barre ylindrique lisse en utilisant les modèles GTN etGLD. Le deuxième onsiste en une étude de l'e�et du ouplage thermoméaniquesur la rupture d'une éprouvette axisymétrique entaillée.3.2 La ellule élémentaireLa ellule élémentaire est largement utilisée pour modéliser le omportement d'unmatériau dé�ni omme un assemblage périodique de ellules ylindriques à baseshexagonales. Ces dernières sont approhées par des erles de rayon B permet-tant ainsi de simpli�er la simulation en la ramenant au as axisymétrique, omme105



106 Chapitre 3. Validation sur des essais simplesle montre la �gure 3.1. La ellule ainsi modélisée peut être onsidérée ommeun Volume Élémentaire Représentatif d'un matériau périodique [KN88, BSRA89,BSH95, GLD97, BBP99, GLPD01, PH00, Per92, SL04a, OOS06, SOOB07℄.Les quantités alulées loalement en haque point de la ellule sont quali�éesde mirosopiques alors que elles moyennées sur toute la ellule sont les valeursmésosopiques. Les grandeurs marosopiques sont elles qui orrespondent à toutela struture. Il est souvent di�ile de distinguer entre éhelles marosopique etmésosopique, nous employons dans la suite le voable marosopique dans lesdeux situations.
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oFig. 3.1 � Modélisation miroméanique : Représentation des di�érentes éhelles.En raison des symétries de géométrie et de hargement, seul le quart de la el-lule est onsidéré. Un hargement est appliqué sur es deux faes extérieures. Lesontraintes marosopiques axiale Σzz et radiale Σxx sont formulées omme suit :
Σxx =

Fx
4πAB

, Σzz =
Fz
πB2

(3.1)où Fx et Fz sont les réations au niveau de la fae latérale et de la base du V.E.R.respetivement. Il s'ensuit que les ontraintes marosopiques moyenne Σm et équi-valente Σeq sont données dans le as axisymétrique par
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Σm =

1

3
(2Σxx + Σzz) , Σeq =| Σzz − Σxx | (3.2)Les déformations marosopiques axiale Ezz, radiale Exx et équivalente Eeq sontdé�nies par

Exx = ln

(

B + uxx
B

)

, Ezz = ln

(

A + uzz
A

)

, Eeq =
2

3
| Ezz − Exx | (3.3)La fration volumique de vides f = Vvid/2πAB

2 peut être alulée de deux ma-nières, soit par intégration numérique le long des points de la surfae du vide, soiten utilisant la formule approhée
f = 1 − (1 − f0)

[

1 +
3 (1 − 2ν)

E
Σm

]

V 0
tot

Vtot
(3.4)proposée par Koplik et Needleman [KN88℄. V 0

tot, Vtot, f0 et f désignent respe-tivement les volumes initial et �nal et les porosités initiale et �nale de la ellule.Une des di�ultés de l'étude numérique d'un V.E.R. en utilisant le modèle dela ellule élémentaire est le maintien de la triaxialité (T = Σm/Σeq) à une valeuronstante au ours du hargement. Dans le as d'un alul impliite, la méthode deRiks [Cri91, BCCF01, ABA05℄ peut être avantageusement exploitée pour satisfaireette ondition. Dans le as d'un alul expliite nous proposons une tehniqueapable de garantir une triaxialité onstante au ours du hargement tout en o�rantla possibilité de dérire le omportement du matériau jusqu'à sa rupture �nale.
3.3 Tehnique de alul expliite du omportementdes ellulesNous présentons dans e qui suit une tehnique de alul expliite de ellule per-mettant de maintenir une triaxialité onstante en ours de déformation. Cetteontrainte est satisfaite au bout d'un ertain nombre de aluls. Le hargementest appliqué ette fois-i par l'intermédiaire d'une barre �xée sur le oin supérieurde la ellule. La présente méthode peut être usitée aussi bien dans la ironstaned'une matrie saine que poreuse17.17Une étude numérique de l'in�uene de la deuxième population de avités (matrie poreusemodélisée en employant le modèle GTN) sur la rupture de ellules élémentaires en utilisant laprésente tehnique est donnée dans [OOS06, SOOB07℄.



108 Chapitre 3. Validation sur des essais simples3.3.1 Desription du dispositif de hargement de la elluleLes hargements axisymétriques de la ellule sont pour l'ensemble des simulationsnumériques onsidérées, d'une part à tration axiale (le long de l'axe des z) domi-nante (Σzz > Σxx = Σyy) et, d'autre part, à triaxialité T onstante. Les valeursretenues pour elle-i sont T = 1, 2 et 3. Dans les aluls de ellules, il existe unertain nombre de tehniques permettant de maintenir la triaxialité onstante lorsdu hargement de elles-i. L'algorithme de Riks s'avère simple d'emploi dans le asd'espèe onsidéré ii et néanmoins e�ae [SH96℄. Cependant, son utilisation nepeut être ouplée ave une approhe d'intégration expliite du fait du r�le du para-mètre temps. D'un autre �té, dans sa version atuelle, Abaqus Standard (analyseimpliite) exlut la prise en ompte dans une analyse d'endommagement �nal desmatériaux des paramètres de oalesene fc et ff . En revanhe Abaqus/Expliitpermet de la faire. Nous le retenons pour l'analyse aux éléments �nis de la réponsedu volume élémentaire poreux présenté dans la setion préédente.La �gure 3.2 montre shématiquement

o

 

 

u
Q

x

z

ϕ

Q

P

Fig. 3.2 � Dispositif de hargement de laellule (V.E.R.).

un dispositif de hargement de la el-lule qui permet par ajustements su-essifs de tendre vers la situation où latriaxialité est maintenue onstante auours de son évolution.Une barre élastique PQ de longueur ini-tiale Lo, de setion onstante d'aire Sbet inlinée d'un angle initialϕo par rap-port à l'horizontale est �xée en son ex-trémité P au oin supérieur droit de laellule. Il s'ensuit que le hargement dela ellule s'e�etue par l'intermédiairede la barre PQ pour laquelle la positiondans le plan (x, z) de son extrémité Q est imposée de sorte à garantir le maintiende la triaxialité à la valeur souhaitée. Un déplaement adéquat uQ de son extré-mité Q est imposé. On note uP, uQ les déplaements des extrémités P et Q dontles déompositions selon les diretion (ex, ez) s'érivent :
uP = uP

xex + uP
zez

uQ = uQ
xex + uQ

z ez
(3.5)La position de l'extrémité Q est alors donnée par

{

xQ = Bo + uP
x + L cosϕ

zQ = Ao + uP
z + L sinϕ

(3.6)



3.3. Tehnique de alul expliite du omportement des ellules 109où L est la longueur atuelle de la barre et l'angle ϕ est tel que (Fig. 3.2)
cosϕ = cosϕo −

uQ
x − uP

x

Lo
, sinϕ = sinϕo +

uQ
z − uP

z

Lo
(3.7)ave ϕo la valeur de l'angle ϕ orrespondant à uP = uQ = 0. La valeur ourantede ϕ peut aussi être alulée par

tanϕ =
zQ − zP

xQ − xP
=
Lo sinϕo + uQ

z − uP
z

Lo cosϕo + uQ
x − uP

x

(3.8)On désigné par Σb la ontrainte axiale solliitant la barre PQ. Les ontraintesprinipales et équivalente marosopiques agissant sur la ellule sont données par
Σxx =

Σb Sb cosϕ

2 π (Bo + uP
x)(Ao + uP

z )
, Σzz =

Σb Sb sinϕ

π (Bo + uP
x)

2

Σeq = |Σzz − Σxx|
(3.9)Moyennant une première approximation déduite de l'hypothèse d'invariane duvolume global de la ellule au ours du hargement, il est possible d'établir unerelation entre la triaxialité T , l'angle ϕ et le déplaement vertial uP

z du point P.En e�et, par dé�nition
T =

Σm

Σeq

=
1

3

(

Σzz + 2 Σxx

|Σzz − Σxx|

)

=
1

3

(

1 + 2α

|1 − α|

) ave α =
Σxx

Σzz

(3.10)La substitution de (3.9) dans l'expression de α onduit à
α =

1

2

1

tanϕ

(Bo + uP
x)

(Ao + uP
z )

=
1

2

Lo cosϕo + uQ
x − uP

x

Lo sinϕo + uQ
z − uP

z

(Bo + uP
x)

(Ao + uP
z )

(3.11)Par ailleurs, dans la ironstane où la matrie de la ellule est dense, Kopliket Needleman [KN88℄ ont onstaté que le volume global de elle-i demeureonstant tout au long du proessus de son hargement. Admettons, en premièreapproximation, la validité de ette observation pour une matrie poreuse au moinsau début du hargement de la ellule. Dans ette ironstane, les omposantes uP
xet uP

z véri�ent la relation
B2
o Ao = (Bo + uP

x)
2 (Ao + uP

z ) (3.12)qui permet d'exprimer expliitement uP
x en fontion de uP

z puisque nous avons
uP
x = uP

x(u
P
z ) = Bo

[

(

Ao
Ao + uP

z

)1/2

− 1

] (3.13)Le report de (3.12) dans (3.6) onduit à










xQ = Bo
√
Ao

(Ao+uP
z )1/2

+ L cosϕ

xQ2 = (Ao + uP
z ) + L sinϕ

(3.14)
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uQ
x = Bo

√

Ao

Ao+uP
z

+ L cosϕ− (Bo + Lo cosϕo)

uQ
z = (Ao + uP

z ) + L sinϕ− (Ao + Lo sinϕo)

(3.15)Au ours du hargement de la ellule, les omposantes du déplaement du point
P, la triaxialité T à travers le paramètre α et l'angle ϕ sont liés par la relation

tanϕ =
1

2α

(

Bo + uP
x

Ao + uP
z

)

=
1

2α

(

Bo

√
Ao

(A0 + uP
z )

3/2

) (3.16)Ainsi la valeur initiale ϕo est �xée par la triaxialité esomptée (paramètre α) et lagéométrie du ontour extérieur de la ellule (Ao et Bo) à travers la relation :
tanϕo =

1

2α

(

Bo

Ao

) (3.17)Le tableau 3.1 donne les valeurs de ϕo assoiées à T = 1, 2 et 3 dans le as où
λ = A0/B0 = 1.

T 1 2 3
α 0.4000 0.6250 0.72729

cosϕo 0.6247 0.7809 0.8241
sinϕo 0.7809 0.6247 0.5665Tab. 3.1 � Valeurs initiales de l'angle ϕ3.3.2 Simulations suessivesPremière approximation : le volume global de la ellule demeureonstant. Si tel est la as , les relations (3.15) demeurent valides et peuventse mettre sous la forme



















uQ
x = Bo

[√

Ao
(Ao + uP

z )
− 1

]

+ (L cosϕ− Lo cosϕo)

uQ
z = uP

z + (L sinϕ− Lo sinϕo)

(3.18)où ϕ et ϕo sont donnés par les relations (3.16) et (3.17). Le matériau élastiquede la barre PQ est pris très rigide, aussi il est légitime de onsidérer que salongueur reste approximativement onstante, 'est-à-dire L ≈ Lo.



3.3. Tehnique de alul expliite du omportement des ellules 111Il est important de noter dès à présent que dans les relations 3.18, les quan-tités uP
x et uP

z ne représentent pas strito-sensu les omposantes usuelles duveteur déplaement de l'extrémité P de la barre PQ. En fait, uP
z est unparamètre de hargement dont l'utilité pratique est la détermination de laposition à imposer à l'autre extrémité P de la barre.Première amélioration de la première approximation : il va de soiqu'en raison de la porosité de la matrie du volume élémentaire, l'hypothèsede onservation du volume global de elui-i n'est valide qu'en début dehargement. Cette hypothèse tombe en défaut pour les évolutions ultérieurespour lesquelles les déformations sont grandes. Une première amélioration del'approximation peut être obtenue à partir du dépouillement du alul issude la première approximation qui permet d'avoir la dépendane de uP

x enfontion de uP
z plus prohe de e qu'il faut imposer :

{

uQ
x = uP

x(u
P
z ) + +Lo(cosϕ− cosϕo)

uQ
z = uP

z + Lo(sinϕ− sinϕo)
(3.19)La relation (3.17) devient

tanϕ =
1

2α

(

Bo + uP
x(u

P
z )

Ao + uP
z

) (3.20)Ces améliorations suessives doivent être répétées autant de fois que nées-saire pour avoir la triaxialité onstante souhaitée.Dans les relation (3.20), la omposante uP
x est une fontion de la omposante uP

zqui dépend elle même du temps. Cette dernière dépendane doit être su�sammentrégulière pour atténuer les e�ets dynamiques indésirables.3.3.3 Validation de la tehniqueLa véri�ation de la pertinene de la tehnique proposée a été e�etuée en faisantune série de aluls sur des ellules élémentaires de rayon initial Bo = 1 mm etde hauteur initiale Ao = 1 mm et dont le matériau onstitutif obéit au ritère devon Mises. Le module de Young du matériau est E = 200GPa, son oe�ientde Poisson ν = 0, 33 et sa limite d'élastiité est σ0 = 400MPa. Les résultatsauxquels nous avons abouti ont été omparés à eux obtenus en utilisant uneapprohe impliite faisant usage de la méthode de Riks18 pour les deux irons-tanes partiulières que sont les situations où la matrie est érouissable (n = 0, 1)et parfaitement plastique (n = 0) [OOS06, SOOB07℄. Dans le premier as, troisparamètres de forme ont été utilisés W0 = 1/6, W0 = 1 et W0 = 6, la porosité18Une desription de deux variantes de la méthode de longueur d'ar (Crisfield et Riks-Ramm) est donnée dans l'annexe A.
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f0 = 1% f0 = 1.04%Fig. 3.3 � Comparaison des résultats des aluls de ellules impliites et expliitespour di�érents paramètres de forme W , de porosités f et de triaxialité T .initiale est f0 = 1% et la triaxialité est égale à T = 1. Dans le deuxième as, leomportement de la matrie est supposé parfaitement plastique, les ellules sontsolliitées sous trois triaxialités di�érentes T = 1, T = 2 et T = 3, les vides sontinitialement sphériques (W0 = 1) et la porosité initiale f0 = 1, 04%.Les graphes 3.3-a et 3.3-b donnent l'évolution de la ontrainte équivalente nor-malisée Σeq/σ0 ; les graphes 3.3- et 3.3-d elle de la porosité f en fontion de ladéformation équivalente Eeq pour les deux matériaux utilisés. Nous observons unbon aord entre les résultats obtenus ave les deux méthodes de alul. Cepen-dant, dans la situation où le matériau est érouissable, un éart est observé lors dela prédition de la ontrainte de début de oalesene de la ellule ayant une avitéinitialement allongée W0 = 6. L'éart se réduit onsidérablement sur le graphe devariations de la porosité f orrespondant (�gure 3.3-). Un léger éart apparaît lorsdu stage de oalesene de la avité initialement aplatie W0 = 1/6. En revanhe, laphase de roissane est orretement prédite. Le début de oalesene présente unléger éart lors de la simulation sous une triaxialité T = 1.
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(b) Variations de la triaxialité.Fig. 3.4 � Amélioration des hargements suessifs de la ellule et variations de triaxia-lités leurs orrespondants.La tehnique développée dans la présente setion utilise des aluls suessifs du-rant lesquels le hargement de la ellule est adapté à haque alul dans le butd'assurer une triaxialité onstante.Nous donnons sur la �gure 3.4 l'évolution du hargement uP
x et de la triaxialité Tsuivant les hargements onséutifs. Ces deux orrespondent à la simulation de laréponse d'une avité sphérique W0 = 1 sous une triaxialité T = 1. Nous observonsque la valeur de la triaxialité se stabilise, alul après alul, à la valeur onstantereherhée T = 1. Dans le as présent ette ondition est satisfaite au bout duneuvième alul.3.4 Validation de l'implémentation du modèleGTNUne omparaison des résultats obtenus ave le modèle GTN que nous avons im-plémenté dans Abaqus en utilisant la subroutine Vumat, noté dans la suite GTN-Vumat, ave eux alulés ave le GTN disponible dans Abaqus/Expliit, notéGTN-Abaqus, est donnée i-après. Nous rappelons que l'implémentation GTN-Vumat permet de prédire la oalesene soit en introduisant une valeur de la po-rosité ritique fc omme 'est le as ave le GTN-Abaqus, soit en utilisant leritère de Thomason. Cette deuxième option n'est pas disponible atuellementdans Abaqus. Nous hoisissons de simuler la réponse d'un élément axisymétriqueà quatre n÷uds ave intégration réduite (CAXR). La base de l'élément est blo-quée en déplaement dans la diretion axiale alors que le déplaement de la partiesituée au niveau de l'axe de symétrie l'est dans le sens radial. A�n de maintenirune triaxialité onstante, le hargement est appliqué suivant la proédure déritedans la setion 3.3. Deux matériaux onstitutifs de la matrie ont été hoisis, lepremier est élastoplastique érouissable de oe�ient d'érouissage n = 0, 1 et ledeuxième est élastique parfaitement plastique (n = 0). Le module de Young, le
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(d)Fig. 3.5 � Simulations de la réponse d'un élément axisymétrique hargé en trationaxiale. Comparaison des résultats obtenus ave la routine Vumat (GTN-Vumat)et eux obtenus ave Abaqus (GTN-Abaqus).oe�ient de Poisson et la limite d'élastiité des deux matériaux sont respe-tivement E = 200GPa, ν = 0, 33 et σ0 = 400MPa. Les mêmes paramètres deoalesene fc = 0, 06 et δ = 13, 5 et la même porosité initiale f0 = 1% sont utiliséspour toutes les simulations.Les graphes de la �gure 3.5 donnent l'évolution de la ontrainte équivalente Σeq,des ontraintes axiale Σzz et radiale Σxx normalisées par σ0 et de la porosité fen fontion de la déformation équivalente Eeq obtenues ave le GTN-Abaqus etle GTN-Vumat. Nous observons sur les quatre graphes une exellente orrespon-dane des résultats alulés dans les deux situations d'un matériau parfaitementplastique et érouissable. Cei permet de valider notre implémentation du modèleGTN. Dans le as du matériau érouissable les �gures 3.5-a et 3.5--3.5-d montrentque les ontraintes ont tendane à roître sous l'e�et du durissement de la matriealors que la porosité n'évolue que lentement (�gure 3.5 -b). Cette phase orres-pond à la roissane des avités. Pendant le stage de oalesene nous observonsune évolution rapide de la porosité qui, à partir de la valeur ritique fc, aélère



3.5. Validation de l'implémentation du modèle GLD 115l'adouissement du matériau et provoque une perte progressive de sa rigidité jus-qu'à la rupture �nale de l'élément de matière. Nous retrouvons approximativementles mêmes étapes dans le as d'une matrie parfaitement plastique, à la di�éreneque les ourbes représentant l'évolution des ontraintes n'augmentent pas durantla phase de roissane. Cela est dû au fait que la matrie ne fait que s'adouiren raison de la roissane du volume des vides alors qu'auun durissement n'estpossible dans e as-i. Notons en�n qu'un des avantages de la simulation ave unshéma expliite est que nous pouvons prédire le omportement de l'élément dematière jusqu'à sa rupture totale, 'est-à-dire jusqu'à e que le matériau ne puisseplus supporter de harges (Σ = 0).3.5 Validation de l'implémentation du modèleGLDNous allons maintenant tenter une validation de notre implémentation du modèleGLD en onfrontant ses préditions à des résultats de aluls de ellules. Nousomparons d'abord les résultats des simulations e�etuées ave le modèle GLDave eux obtenus par Pardoen et Huthinson [PH00℄. Nous utilisons ensuiteles résultats des aluls de ellules que nous avons obtenus [SOO06℄. Pardoen etHuthinson [PH00℄ ont utilisé un matériau élastoplastique érouissable dont laloi est de type puissane :
σ̄

σ0
=

(

1 +
Eε̄p

σ0

)n (3.21)où n = 0, 1 est le oe�ient d'érouissage et σ0 = 400MPa la limite d'élastiité dumatériau. Trois paramètres de forme initiauxW0 = 6, 1 et 1/6 ont été usités lors dessimulations. Les ellules soumises à un hargement sous une triaxialité onstante
T =1 ont une porosité initiale f0 = 1%. Les valeurs de la porosité ritiques fcet du paramètre δ utilisés pour haun des paramètres W0 sont données dans letableau 3.2

W0 = 1/6 W0 = 1 W0 = 6

fc 6,58 6,19 9,00
δ 13,6 14,2 13,5Tab. 3.2 � Paramètres de oalesene utilisés lors de la simulation [Ben02℄.Les �gures 3.6-a-3.6- représentent, respetivement, l'évolution de la ontrainteaxiale normalisée Σzz, de la porosité f et du paramètre de forme S en fontion dela omposante axiale de la déformation Ezz. Nous observons sur es trois ourbes
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3.5. Validation de l'implémentation du modèle GLD 117qui provoque l'augmentation rapide du volume total des vides [KN88, BSRA89,BSH95℄. Les ourbes prédites par le modèle GLD et elles obtenues à partir desaluls de ellules dans les deux as d'une avité initialement sphérique (W0 = 1)et allongée (W0 = 6) sont presque onfondues. Cependant, dans le as d'un videaplati (W0 = 1/6) un léger déalage est observé durant la oalesene.

d) Cellule déforméec) Cellule initialea) Élément initial b) Élément déforméFig. 3.7 � Maillages initial et �nal de l'élément axisymétrique et de la elluleélémentaire orrespondant à une avité initialement allongée W0 = 6.Les ourbes de la �gure 3.6- indiquent que le paramètre de forme S augmentedurant la phase de roissane, e qui implique que la avité s'allonge dans le sensaxial qui est la diretion de hargement. Pendant la période de oalesene, leparamètre de forme S ommene à diminuer indiquant que la avité ommeneà s'aplatir. En fait et aplatissement doit être interprété ave préaution ar en'est pas la avité qui ommene à se refermer dans la diretion axiale, mais le�an latéral de elle-i qui progresse horizontalement plus au moins vite vers la faeextérieure du V.E.R. rejoignant ainsi la avité voisine. C'est la oalesene.Nous présentons dans e qui suit une omparaison des résultats obtenus en utilisantle modèle GLD ave eux des aluls de ellules que nous avons e�etué [SOOB07℄.Le matériau onstitutif utilisé pour e�etuer les simulations est un matériau élas-toplastique dont l'érouissage isotrope est gouverné par
σ̄

σ0

=

(

ε̄

ε0

)n (3.22)
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La masse volumique, le module Young et le oe�ient de Poisson usités dansette étude sont respetivement ρ = 7800 kg/m3, E = 200GPa et ν = 0, 33. Lesaratéristiques thermiques du matériau sont données dans le tableau 3.4.
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W0 = 1/6 W0 = 6

fc (%) 4, 27 3, 52

δ 13, 6 13, 5Tab. 3.3 � Paramètres de oalesene utilisés lors de la simulation [Ben02℄
Cv (J/kgK) K (W/mK) α (K−1) ξ

586 52 1, 2 10−5 0, 9Tab. 3.4 � Caratéristiques thermiques du matériauLes �gures 3.9-a-3.9-d représentent une omparaison des évolutions de la ontrainteéquivalente normalisée Σeq/σ0 , de la porosité f , du paramètre de forme S et dela température T en fontion de la déformation équivalente Eeq. Les phases deroissane et de oalesene sont bien prédites par les trois modèles dans le asd'une avité initialement aplatie W0 = 1/6. Dans la situation d'un vide allongé
Wo = 6, les trois modèles prédisent de la même manière la roissane. Cependant,dans la ironstane d'une simulation thermoméanique non adiabatique le débutde la oalesene survient pour une déformation équivalente Eeq moindre. Cei peuts'expliquer en raison de l'éhau�ement thermique non adiabatique généré dansle matériau. Celui-i provoque néessairement un adouissement supplémentairedu matériau. Et puisque l'amorçage de la oalesene est ontr�lé par la porositéritique fc (ette dernière garde la même valeur pendant les trois aluls), il s'ensuitque la porosité atteint sa valeurs ritique, dans e as, avant les deux autres.Les variations du paramètre de forme S sont bien dérites par les trois modèles ;exeption faite de la oalesene de la avité allongée Wo = 6 simulée en uti-lisant le modèle "GLD-Non adiab.". Les températures prédites par le modèle"GLD-Adiabatique" sont plus élevées que elles alulées dans des onditions d'unéhau�ement non adiabatique dans la ironstane d'un vide allongé, à ontrariode l'autre forme où les températures sont du même ordre de grandeur.3.7 Strition d'une barre ylindrique lisseLe omportement à rupture d'une barre ylindrique lisse soumise à une trationest l'objet de ette setion. Cet exemple est hoisi en raison des nombreuses étudesdont il a fait l'objet [NT84, TN84, Ara87, Tho90℄. Nous omparons dans e quisuit les résultats numériques prédits par les modèles GTN et GLD.
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Fig. 3.10 � Maillages initial et déformé du quart de l'éprouvette axisymétriquelisse et onditions aux limites et de hargement utilisés lors de la simulation del'essai de tration.Il a été trouvé expérimentalement que la rupture de e type de barres se produit enson milieu, selon le mode dit rupture "en tron de �ne" [TN84, Tho90℄. En e�et,en analysant des essais de tration interrompus d'éprouvettes ylindriques lissesen aier faiblement allié, Thomason [Tho90℄ a montré que la �ssure s'amored'abord au entre de elle-i au niveau de l'axe de révolution, puis se propage hori-zontalement dans le plan perpendiulaire à l'axe de hargement. En se rapprohantde la surfae extérieure, la �ssure dévie d'un angle d'environ 45�par rapport à ladiretion de propagation, formant ainsi un tron de �ne (up-one), en raison dela symétrie de révolution de l'éprouvette.3.7.1 Desription des onditions de la simulationLe rapport hauteur/rayon de la barre ylindrique est pris égal à 4 : l0/R0 = 4. Trois-ent-vingt (320) éléments quadratiques axisymétriques ave intégration réduite(CAXR) sont utilisés pour le maillage du quart de l'éprouvette. Les maillages initialet déformé ainsi que les onditions de hargement sont indiqués sur la �gure 3.10.Le déplaement horizontal de la partie gauhe de l'éprouvette au niveau de l'axede symétrie est bloqué a�n de respeter les onditions de symétrie.Le matériau onstitutif de l'éprouvette est un aier ourant ave un rapportE/σ0 =
500 et un oe�ient de Poisson ν = 0, 33. L'érouissage isotrope de la matrie estmodélisé en utilisant une loi puissane ave un oe�ient d'érouissage n = 0.1.Le matériau est supposé initialement dense (f0 = 0). Nous utilisons les mêmesparamètres de oalesene et de nuléation que eux utilisés par Tvergaardet Needleman [TN84℄ : fc = 15%, fF = 25% pour dérire la oalesene et
εN = 0, 3, SN = 0, 1 et fN = 0, 04 pour dérire la phase de nuléation de nouvellesavités (Tableau 3.5).
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f0 (%) S0 fc (%) fF (%) fN (%) εN SN qiGLD 0 0 15 25 4 0, 3 0, 1 q0 = 1, 6GTN 0 − 15 25 4 0, 3 0, 1 q1 = 1, 5, q2 = 1, 1Tab. 3.5 � Valeurs des prinipaux paramètres utilisés lors de la simulation del'essai de tration d'une barre ylindrique lisse.

3.7.2 Disussion des résultatsL'évolution de la ontrainte nominale F/ (πR2
0σ0

) en fontion de la déformationnominale u/l0 et de la rédution de rayon ∆R/R0 pour les deux modèles de om-portement GTN et GLD est représentée sur la �gure 3.11. Les ourbes obtenues par

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

u
l

F
σ

0
Rπ

GLD - Vumat
GTN - Vumat

(a) 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

∆
R
R

F
σ

0
Rπ

GLD - Vumat
GTN - Vumat

(b)Fig. 3.11 � Évolution de la ontrainte nominale F/ (πR2
0σ0

) en fontion : a) de ladéformation nominale u/l0, b) de la rédution de rayon ∆R/R0 de l'éprouvetteles deux modèles présentent les mêmes allures. La ontrainte nominale F/ (πR2
0σ0

)ommene d'abord par augmenter jusqu'à atteindre un maximum puis la ourbese redresse et amore une desente à ause de la diminution de la setion au niveaudu ol de la barre. Cette hute s'aentue à la �n de l'essai en raison de la oales-ene de ertaines avités au niveau du ol de la barre. La fore maximale atteinteorrespond au début de la strition [TN84℄. Dans le as d'une simulation ave lemodèle GLD, la fore maximale est égale à FGLD
max = 1, 344πσ0R

2
0 alors que elleprédite par GTN est FGTN

max = 1, 161πσ0R
2
0. Les deux maxima sont obtenus pourun même allongement de la barre ustriction = 0, 0847 l0 et pour la même rédutiondu rayon ∆Rstriction = 0, 0433R0 . Les valeurs partiulières relevées sur les deuxgraphes sont résumées dans le tableau 3.6.
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Fmax
πσ0R

2
0

ustriction
l0

∆Rstriction

R0

urupture
l0

∆Rrupture

R0GLD 1, 344 0, 0847 0, 0433 0, 275 0, 426GTN 1, 161 0, 0847 0, 0433 0, 261 0, 297Tab. 3.6 � Prinipaux résultats de l'essai de tration d'une barre ylindrique lisse.où urupture et ∆Rrupture sont respetivement l'allongement et la rédution de rayonde la barre au moment de la rupture.Une expliation qualitative de et éart a été donnée par Aravas et Ponte Cas-tañeda [APC04℄ lors de la simulation de et essai en utilisant le modèle proposépar Kailasam et Ponte Castañeda [PCZ94℄. Nous proposons de l'étendre auas du modèle GLD. Pour ela nous représentons sur la �gure 3.12 l'évolution de laontrainte équivalente de von Mises Σeq/σ0, de la déformation plastique umulée
Ēp
eq, de la porosité f et du paramètre de forme S en fontion de la déformationnominale u/l0 en trois points (A), (B) et (C) de la barre situés au niveau du ol,omme indiqué sur la �gure 3.10. L'intensité de la ontrainte nominale dépendde l'aire de la setion nette perpendiulaire au hargement au niveau du ol quisupporte la harge. Cette surfae diminue lorsque l'aire totale de la setion de labarre au niveau du ol diminue et/ou quand elle des vides situés dans le plansupportant la harge augmente. Comme nous l'avons mentionné préédemment lasetion de la barre pour laquelle le déalage entre la fore maximale prédite par lesmodèles GLD et GTN est observé est la même et orrespond à une rédution derayon ∆R/R0 = 0, 0433. Par onséquent, la di�érene de l'intensité de la fore dehargement ne peut se justi�er que par le deuxième point, 'est-à-dire la surfaequ'oupent les vides au niveau du ol de la barre.Nous allons étudier plus en détails e deuxième point en nous intéressant à l'évo-lution de la mirostruture du matériau de la barre (porosité f et paramètre deforme S)au niveau du ol.a) L'évolution de la porosité f en fontion de la déformation nominale

u/l0 est représentée sur la �gure 3.12-. Nous observons que les niveaux deporosité prédits par les modèles GTN et GLD sont pratiquement les mêmespour les trois éléments loalisés au ol de la barre. Ces ourbes se onfondentpresque au moins jusqu'à la déformation nominale u/l0 = 0, 0847 qui orres-pond à la déformation de début de strition.b) L'évolution du paramètre de forme S en fontion de la déformationnominale u/l0 est représentée sur la �gure3.12 -d. Dans le as du modèleGTN, les vides ont une forme sphérique qui ne hange au ours du harge-ment (S = 0). Ils ne sont représentés qu'à titre de omparaison. Nous ob-servons sur la �gure 3.12-d que les vides ont tendane à s'allonger dans la
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u = 0.085l0

u = 0.248l0

u = 0.275l0 u = 0.261l0GLD - f GTN - fFig. 3.13 � Isovaleurs de la porosité f à trois instants di�érents du hargement.
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u = 0.085l0

u = 0.248l0

u = 0.275l0 u = 0.275l0 u = 0.261l0GLD - S GLD - Ēeqp GTN - ĒeqpFig. 3.14 � Isovaleurs de la déformation plastique umulée Ēeqp et du paramètrede forme S à trois instants di�érents du hargement.



3.8. Rupture d'une éprouvette axisymétrique entaillée 127sentatifs di�érents. Le premier orrespond au début de la strition (u/l0 = 0, 085),le deuxième à la oalesene du premier élément (u/l0 = 0, 248) et en�n le dernierest le moment de la rupture totale de la barre ( u/l0 = 0, 275 dans le as du GLDet u/l0 = 0, 261 dans le as du modèle GTN). Au début de la strition, la porosité
f se loalise au milieu du quart de la barre modélisé du �té de l'axe de symétrie.À e moment, la déformation plastique umulée se onentre aux mêmes endroitsque la porosité dans le as du modèle GTN, alors que le GLD dérit une zonede onentration plus large. Les avités se trouvant sur ette portion de la barreprennent des formes allongées (S > 0).Sur les �gures orrespondant au début de la phase de oalesene (u/l0 = 0, 248)nous observons que la porosité se redistribue pour se onentrer au niveau du ol,plus préisément au entre de l'éprouvette du oté de l'axe de symétrie, alors queles zones supérieures semblent avoir essé de s'endommager. Les avités ontinuentde s'allonger dans le sens du hargement, ette élongation est prononée au niveaudu ol. En bon aord ave les résultats expérimentaux, nous observons que larupture s'amore d'abord au entre de l'éprouvette puis se propage vers la surfaeextérieure de la barre.3.8 Rupture d'une éprouvette axisymétrique en-tailléeLes éprouvettes axisymétriques entaillées sont ouramment utilisées lors de l'étudela rupture dutile des matériaux [NT85, BBP04a, BBP04b, MDM+06℄. Nous pré-sentons dans e qui suit les résultats obtenus lors de la simulation de la rupturede l'éprouvette AER4 dérite dans le setion 1.3.2. Dans le but de mettre en évi-dene l'e�et de l'éhau�ement thermique au ours de et essai, nous omparonsles résultats prédits par les modèles GLD non ouplé à la température que nousnotons dans ette setion "GLD-Isotherme", GLD ouplé à la température dansdes onditions adiabatiques noté "GLD-Adiabatique" et le modèle GLD ouplé àla température dans les onditions d'un éhau�ement non adiabatique "GLD-Nonadiab.".3.8.1 Desription des onditions de la simulationLa barre a une longueur initiale de lb = 18mm et un rayon initial de Rb = 9mm.Le rayon de l'entaille est r = 4mm. Le maillage du quart de l'éprouvette estomposé de six-ent-quatre-vingt (680) éléments quadratiques axisymétriques aveintégration réduite (CAXR ou CAXRT). Les maillages initial et déformé ainsi queles onditions aux limites et de hargement sont indiqués sur la �gure 3.15. Le
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0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

F
σ

0
Rπ

u
l

GLD-Non adiab.
GLD-Adiabatique
GLD-Isotherme

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

∆
R
R

F
σ

0
Rπ

GLD-Non adiab.
GLD-Adiabatique
GLD-Isotherme

Fig. 3.16 � E�et de la température sur la rupture d'une éprouvette AER4.Comparaison des résultats obtenus ave les modèles "GLD-Isotherme", "GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab.".



3.8. Rupture d'une éprouvette axisymétrique entaillée 129déplaement horizontal de la partie gauhe de l'éprouvette au niveau de l'axe desymétrie est bloqué a�n de respeter les onditions de symétrie.Le matériau onstitutif de l'éprouvette est un aier ayant une masse volumique
ρ = 7850 kg/m3, un module de Young E = 210GPa et un oe�ient de Poisson
ν = 0, 33. L'érouissage isotrope de la matrie est modélisé en utilisant une loipuissane ave un exposant d'érouissage n = 0, 1 et une limite d'élastiité σ0 =
400MPa. Les aratéristiques thermiques ainsi que l'état de la mirostrutureinitial du matériau sont donnés dans le tableau 3.7.

f0 (%) S0 λ Cv (J/kgK) K (W/mK) α (K−1) ξ qi

0, 075 0, 693 1, 5 586 124 1, 2 10−5 0, 9 q0 = 1, 6Tab. 3.7 � Valeurs des prinipaux paramètres utilisés lors de la simulation del'essai de tration
3.8.2 Disussion des résultats
L'évolution de la ontrainte nominale F/ (πR2

0σ0

) en fontion de la déformationnominale u/l0 et de la rédution de rayon ∆R/R0 au niveau de l'entaille est donnéesur la �gure 3.16. Les deux ourbes ont des allures semblables à elles obtenueslors de l'essai de tration d'une éprouvette lisse. La ontrainte nominale ommened'abord par augmenter jusqu'à atteindre un maximum qui orrespond au débutde la strition, puis amore une desente à ause de la diminution de la setion auniveau de l'entaille.La ontrainte nominale maximale Fmax/ (πR2
0σ0

) prédite par les modèles "GLD-Isotherme" et "GLD-Adiabatique" sont pratiquement les mêmes. Cependant, elleobtenue en utilisant le "GLD-Non adiab." est plus petite que les deux autres (ta-bleau 3.8). Cei peut s'expliquer par l'adouissement supplémentaire généré parla propagation de la haleur dans l'éprouvette. Dans e dernier as, la ontraintede tration maximale Fmax/ (πR2
0σ0

) a été obtenue pour une déformation nomi-nale moindre et une rédution de diamètre plus grande que les deux simulationspréédentes omme le montre le tableau suivant :
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Fmax
πσ0R

2
0

ustriction
l0

∆Rstriction

R0

urupture
l0

∆Rrupture

R0GLD-Isotherme 2, 0536 0, 0136 0, 0599 0, 0601 0, 3634GLD-Adiabatique" 2, 0534 0, 0134 0, 0618 0, 0605 0, 3723GLD-Non adiab. 2, 0497 0, 0122 0, 0677 0, 0591 0, 3673Tab. 3.8 � Prinipaux résultats de l'essai de tration d'une éprouvette axisymé-trique entaillée.La rupture �nale de la barre se produit à des niveaux de déformation et de rédu-tion de diamètre di�érents. La déformation nominale à rupture obtenue en utilisantle modèle "GLD-Non adiab." est plus petite que elles prédites par les deux autresmodèles. Cependant, la rédution de diamètre à rupture dans la situation d'un al-ul dans des onditions d'un éhau�ement adiabatique est plus grande que dansles deux autres as.Nous donnons sur la �gure 3.17 l'évolution de la ontrainte équivalente normali-sée de von Mises Σeq/σ0, de la porosité f , du paramètre de forme S et de latempérature en fontion de la rédution de diamètre ∆R/R0 de trois éléments dumaillage de la barre (A), (B) et (C) dont les positions initiales sont indiquées surla �gure 3.15. Les di�érentes ourbes représentant les variations de la ontrainteéquivalente Σeq/σ0, de la porosité f et du paramètre de forme S des points (A) et(B) obtenues en utilisant les trois modèles sont presque onfondues.L'évolution du point (C), dont la position sur l'éprouvette est prohe de l'entaille,est dérite de la même manière par les trois modèles durant la phase de rois-sane. Cependant la rupture de et élément, qui se produit d'une manière un peubrutale, survient à des rédutions de diamètres di�érentes selon le type de al-uls. La �gure 3.17-d montre que le niveau de température prédit au point (C)dans le as d'une estimation dans des onditions adiabatiques est plus élevé queelui approximé en utilisant le modèle "GLD-Non adiab.". L'éhau�ement exessifde l'élément (C) semble être la ause de la plus grande rédution de diamètre àrupture.Les �gures 3.18-3.20 représentent les distributions de la porosité f , du paramètrede forme S et de la température T prédites par les modèles "GLD-Isotherme","GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab." à trois instants représentatifs di�érents.Le premier est pris à une rédution de rayon égale à ∆R/R0 = 0.2507. Le deuxièmeorrespond à la oalesene du premier élément. La diminution de rayon est alorségale à ∆R/R0 = 0.339. Le dernier moment est elui de la rupture totale de labarre.
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(d)Fig. 3.17 � Évolution de l'état de l'éprouvette axisymétrique entaillée au niveaude l'entailleLa ruine de la barre est observée pour des rédutions de rayon résumées dans letableau 3.8. La porosité se loalise d'abord au entre de l'éprouvette au niveaude l'axe de symétrie atteignant dix (10) fois la porosité initiale, puis se propagevers la surfae extérieure, du oté de l'entaille omme indiqué sur la premièreligne et deuxième ligne de la �gure 3.18. Il apparaît sur la dernière ligne de lamême �gure qu'à la rupture la porosité atteint des valeurs d'environ deux-ent foisla porosité initiale. À e moment, une diminution de la valeur du paramètre deforme est observée au milieu de la barre en raison de la oalesene des élémentsqui s'y trouvent (�gure 3.19). Les niveaux de températures obtenus par le modèle"GLD-Adiabatique" sont plus élevés que eux alulés dans des onditions d'unéhau�ement non adiabatique (�gure 3.20). Au ours de es deux simulations, lestempératures se onentrent dans les régions extérieures prohes de l'entaille, puisse propagent vers le entre de l'éprouvette. Ces zones de onentration sont pluslarges au ours de la simulation dans des onditions non adiabatiques.
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(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+1.350e-03
+1.950e-03
+2.549e-03
+3.149e-03
+3.749e-03
+4.349e-03
+4.949e-03
+5.549e-03
+6.148e-03
+6.748e-03
+7.348e-03
+7.948e-03

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+1.349e-03
+1.948e-03
+2.548e-03
+3.147e-03
+3.746e-03
+4.345e-03
+4.945e-03
+5.544e-03
+6.143e-03
+6.742e-03
+7.341e-03
+7.941e-03

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+1.339e-03
+1.929e-03
+2.518e-03
+3.108e-03
+3.697e-03
+4.287e-03
+4.876e-03
+5.465e-03
+6.055e-03
+6.644e-03
+7.234e-03
+7.823e-03

∆R/R0 = 0.2507

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+2.562e-03
+4.374e-03
+6.185e-03
+7.997e-03
+9.809e-03
+1.162e-02
+1.343e-02
+1.524e-02
+1.706e-02
+1.887e-02
+2.068e-02
+2.249e-02

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+2.554e-03
+4.358e-03
+6.163e-03
+7.967e-03
+9.771e-03
+1.158e-02
+1.338e-02
+1.518e-02
+1.699e-02
+1.879e-02
+2.060e-02
+2.240e-02

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+7.500e-04
+2.490e-03
+4.229e-03
+5.969e-03
+7.708e-03
+9.448e-03
+1.119e-02
+1.293e-02
+1.467e-02
+1.641e-02
+1.815e-02
+1.989e-02
+2.162e-02

∆R/R0 = 0.339

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+0.000e+00
+1.204e-02
+2.408e-02
+3.612e-02
+4.815e-02
+6.019e-02
+7.223e-02
+8.427e-02
+9.631e-02
+1.083e-01
+1.204e-01
+1.324e-01
+1.445e-01

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+0.000e+00
+1.424e-02
+2.848e-02
+4.271e-02
+5.695e-02
+7.119e-02
+8.543e-02
+9.967e-02
+1.139e-01
+1.281e-01
+1.424e-01
+1.566e-01
+1.709e-01

(Ave. Crit.: 75%)
SDV14

+0.000e+00
+1.417e-02
+2.833e-02
+4.250e-02
+5.666e-02
+7.083e-02
+8.499e-02
+9.916e-02
+1.133e-01
+1.275e-01
+1.417e-01
+1.558e-01
+1.700e-01

∆R/R0 = 0.3634 ∆R/R0 = 0.3723 ∆R/R0 = 0.3673"GLD-Isotherme" "GLD-Adiabatique" "GLD-Non adiab."Fig. 3.18 � Isovaleurs de la porosité f de l'éprouvette entaillée à trois instantsdi�érents du hargement.
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(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.891e-01
+7.898e-01
+8.906e-01
+9.913e-01
+1.092e+00
+1.193e+00
+1.294e+00
+1.394e+00
+1.495e+00
+1.596e+00
+1.697e+00
+1.797e+00
+1.898e+00

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.892e-01
+7.898e-01
+8.905e-01
+9.911e-01
+1.092e+00
+1.192e+00
+1.293e+00
+1.394e+00
+1.494e+00
+1.595e+00
+1.696e+00
+1.796e+00
+1.897e+00

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.893e-01
+7.896e-01
+8.900e-01
+9.904e-01
+1.091e+00
+1.191e+00
+1.292e+00
+1.392e+00
+1.492e+00
+1.593e+00
+1.693e+00
+1.793e+00
+1.894e+00

∆R/R0 = 0.2507

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.890e-01
+8.240e-01
+9.590e-01
+1.094e+00
+1.229e+00
+1.364e+00
+1.499e+00
+1.634e+00
+1.769e+00
+1.904e+00
+2.039e+00
+2.174e+00
+2.309e+00

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.891e-01
+8.237e-01
+9.583e-01
+1.093e+00
+1.227e+00
+1.362e+00
+1.497e+00
+1.631e+00
+1.766e+00
+1.900e+00
+2.035e+00
+2.169e+00
+2.304e+00

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

+6.892e-01
+8.234e-01
+9.576e-01
+1.092e+00
+1.226e+00
+1.360e+00
+1.494e+00
+1.629e+00
+1.763e+00
+1.897e+00
+2.031e+00
+2.165e+00
+2.299e+00

∆R/R0 = 0.339

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

-5.626e-01
-4.340e-01
-3.055e-01
-1.769e-01
-4.833e-02
+8.025e-02
+2.088e-01
+3.374e-01
+4.660e-01
+5.945e-01
+7.231e-01
+8.517e-01
+9.803e-01

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

-7.321e-01
-5.894e-01
-4.468e-01
-3.041e-01
-1.614e-01
-1.870e-02
+1.240e-01
+2.667e-01
+4.094e-01
+5.521e-01
+6.947e-01
+8.374e-01
+9.801e-01

(Ave. Crit.: 75%)
SDV13

-1.190e+00
-1.009e+00
-8.283e-01
-6.475e-01
-4.667e-01
-2.858e-01
-1.050e-01
+7.587e-02
+2.567e-01
+4.376e-01
+6.184e-01
+7.992e-01
+9.801e-01

∆R/R0 = 0.3634 ∆R/R0 = 0.3723 ∆R/R0 = 0.3673"GLD-Isotherme" "GLD-Adiabatique" "GLD-Non adiab."Fig. 3.19 � Isovaleurs du paramètre de forme S de l'éprouvette entaillée à troisinstants di�érents du hargement.
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(Ave. Crit.: 75%)
SDV15

+2.980e+02
+3.083e+02
+3.186e+02
+3.289e+02
+3.392e+02
+3.495e+02
+3.599e+02
+3.702e+02
+3.805e+02
+3.908e+02
+4.011e+02
+4.114e+02
+4.217e+02

(Ave. Crit.: 75%)
TEMP

+2.980e+02
+3.063e+02
+3.146e+02
+3.229e+02
+3.312e+02
+3.395e+02
+3.478e+02
+3.561e+02
+3.644e+02
+3.727e+02
+3.810e+02
+3.893e+02
+3.976e+02

∆R/R0 = 0.2507

(Ave. Crit.: 75%)
SDV15

+2.980e+02
+3.130e+02
+3.280e+02
+3.430e+02
+3.579e+02
+3.729e+02
+3.879e+02
+4.029e+02
+4.179e+02
+4.329e+02
+4.479e+02
+4.628e+02
+4.778e+02

(Ave. Crit.: 75%)
TEMP

+2.980e+02
+3.091e+02
+3.203e+02
+3.314e+02
+3.425e+02
+3.536e+02
+3.648e+02
+3.759e+02
+3.870e+02
+3.981e+02
+4.093e+02
+4.204e+02
+4.315e+02

∆R/R0 = 0.339

(Ave. Crit.: 75%)
SDV15

+0.000e+00
+3.592e+01
+7.184e+01
+1.078e+02
+1.437e+02
+1.796e+02
+2.155e+02
+2.514e+02
+2.874e+02
+3.233e+02
+3.592e+02
+3.951e+02
+4.310e+02

(Ave. Crit.: 75%)
SDV15

+0.000e+00
+3.592e+01
+7.184e+01
+1.078e+02
+1.437e+02
+1.796e+02
+2.155e+02
+2.514e+02
+2.874e+02
+3.233e+02
+3.592e+02
+3.951e+02
+4.310e+02

∆R/R0 = 0.3723 ∆R/R0 = 0.3673"GLD-Adiabatique" "GLD-Non adiab."Fig. 3.20 � Isovaleurs de la température T de l'éprouvette entaillée à trois instantsdi�érents du hargement.



3.9. Conlusion 1353.9 ConlusionDans e hapitre nous avons présenté des résultats de aluls simples a�n de pou-voir valider l'implémentation des modèles GTN et GLD présentés au hapitre 1. Laomparaison des préditions du modèle GLD ave elles estimées sur des ellulesélémentaires est très satisfaisante. L'étude de l'essai de tration de l'éprouvetteylindrique lisse a permis de mettre en valeur l'e�et de la prise en ompte del'évolution de la mirostruture, notamment le hangement de forme des avités,sur la réponse globale de l'éprouvette. La simulation de la tration d'une éprou-vette axisymétrique entaillée a mis en évidene l'in�uene de la prise en omptede l'éhau�ement thermique de la matière au ours du hargement.A�n d'appréier la apaité du modèle GLD à prédire la rupture des strutureslors des proédés de mise en forme des matériaux, nous donnons de le hapitresuivant les résultats obtenus au ours de trois opérations que sont l'érasement,l'emboutissage et le laminage.
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Chapitre 4Appliations aux proédés de miseen forme des matériaux
4.1 IntrodutionCe hapitre est onsaré à l'appliation du modèle GLD à des proédés industrielsde mise en forme des matériaux par déformation plastique. L'implémentation dumodèle GLD dans le ode de alul Abaqus s'est faite en faisant usage des subrou-tines Umat et Vumat, qui orrespondent respetivement aux shémas impliite etexpliite. Cependant et a�n d'éviter les problèmes de onvergene de la solutionque peuvent invoquer les simulations retenues dans ette étude, nous n'utilisonsque la Vumat.Trois proédés de mise en forme ont été hoisis : l'érasement de trois lopins,l'emboutissage d'une t�le et le laminage d'une barre. Le hoix des deux premiersexemples est motivé par la disponibilité des résultats expérimentaux les oner-nant. La première appliation est une série d'érasements de trois pièes de formesonique, ylindrique et à épaulement [GRM96, GRM00℄. La deuxième est une om-paraison ave les résultats expérimentaux obtenus lors d'un essai d'emboutissagede Swift e�etué au CETIM/Senlis [Khe04, KOK07℄. La dernière appliation estune étude numérique du laminage d'une barre dans le but de mettre en évidenele r�le du ouplage thermo-miroméanique au ours d'une telle opération.4.2 Érasement de lopinsLe forgeage est un terme générique qui désigne un ensemble d'opérations qui per-mettent de former, à haud ou à froid, une pièe métallique par déformationplastique d'un brut appelé lopin. Il permet la prodution de pièes méaniquesébauhées ou �nies. Le hoix des paramètres du proédé dépend :137
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◆ de la géométrie et de la inématique de l'outillage ;
◆ de la rhéologie du orps en déformation ;
◆ des interations super�ielles entre le orps en ours de façonnement et les outils ;
◆ de la dutilité du orps déformé.Cinq tehniques dérivées omposent e proédé. Elle peuvent être lassées ommesuit : L'estampage onsiste à former, après hau�age, des pièes brutes par pres-sion entre deux blos appelés matries, portant en reux la forme exate duproduit à réaliser. Cette tehnique de fabriation suppose l'exéution préa-lable d'outillages spéi�ques aux produits à onfetionner. Elle n'est donutilisée que lorsque le nombre de pièes à produire est assez élevé.Le matriçage suit la même proédure que l'estampage, à l'exeption qu'ils'applique aux alliages non ferreux tels que les alliages d'aluminium, deuivre, de titane, de nikel, et.L'extrusion repose sur le même prinipe que l'estampage mais elle estonduite à froid. À la température ambiante, on ontraint le matériau àremplir omplètement la forme en reux d'une matrie grâe à une très fortepression exerée sur un poinçon. Ce proédé donne des pièes de géométriesenore plus préises que elles qui sont réalisées ave les deux premiers pro-édés. Elles présentent en plus des états de surfae exellents ; e qui permetsouvent de les utiliser sans usinage omplémentaire.La forge libre est la plus anienne de es tehniques. Elle permet d'obte-nir à haud des ébauhes ou des pièes méaniques brutes dont la forme estatteinte au terme d'un nombre plus ou moins grand de transformations su-essives. Ne néessitant pas d'outillages spéi�ques, ette tehnique est ap-pliquée lorsqu'il s'agit de produire, dans des délais parfois ourts, des pièesà l'unité ou en très petites séries. Ces ébauhes peuvent avoir des dimensionsimportantes.Le laminage permet d'obtenir des ouronnes en tous matériaux. Ellespeuvent avoir des pro�ls retilignes ou de toute autre forme ; intérieure, ex-térieure ou les deux à la fois.Cette setion est onsaré à l'étude d'un exemple d'érasement de trois pièesdi�érentes. Les hauteurs des trois lopins sont réduites en appliquant un hargementen ompression qui a pour e�et l'augmentation de la setion à la base, et de efait l'augmentation de la dutilité dans la diretion radiale. Nous omparons lesrésultats numériques obtenus ave les modèles GTN et GLD ave les résultatsexpérimentaux tirés des travaux de Gouveia et al [GRM96, GRM00℄. Des étudessimilaires aussi bien expérimentales que numériques ont été e�etuées par d'autresauteurs [LPC+03, APCdSCSNJ03℄.



4.2. Érasement de lopins 1394.2.1 Desription des onditions de la simulationLes trois lopins ont initialement la même hauteur H = 2h = 37, 5mm et le mêmediamètre extérieure D = 2R = 25mm mesuré au niveau de l'équateur, omme lemontre la �gure 4.1. Le diamètre du lopin onique au niveau de sa base est d =
2r = 15mm, alors que elui de la pièe à épaulement est égal à d = 2r = 20mm.La hauteur de l'épaulement au niveau de l'équateur est 2e = 5mm. Nous résumonsles dimensions des trois lopins dans le tableau suivant :Lopin H (mm) D (mm) d (mm) 2e (mm)ylindrique 37, 5 25 − −onique 37, 5 25 15 5à épaulement 37, 5 25 20 5Tab. 4.1 � Caratéristiques géométriques des lopins ylindrique, onique et à épau-lement.Pour des raisons de symétries de hargement et de onditions aux limites nous mo-délisons à haque fois un quart des trois lopins en axisymétrie. Les trois lopins sontmaillés19 ave des éléments quadratiques axisymétriques ave intégration réduite(CAXR) : 561 éléments ont été utilisés pour mailler le lopin onique, 532 élémentspour le ylindrique et 376 éléments pour la pièe à épaulement. L'outil est modéliséomme solide rigide indéformable. Le lopin est bloqué dans la diretion axiale auniveau de l'équateur, alors que le �an gauhe est bloqué dans la diretion radialeau niveau de l'axe de symétrie. Les maillages des pièes ainsi que les onditionsaux limites et de hargement sont indiqués sur la �gure 4.1. Un hargement sousforme d'un déplaement axial desendant u = 12, 19mm est a�eté à l'outil dansle but de réduire les hauteurs initiales des lopins de 65%.Le matériau onstitutif des trois lopins est un alliage de plomb (UNS L5290520)dont la omposition himique est donnée i-dessous :Composé himique Pb Sb Sn As SPourentage (%) 95, 5 4, 0 0, 3 0, 15 0, 003Les aratéristiques méaniques de e métal sont les suivantes :19Le nombre d'éléments hoisi pour disrétiser haune de es trois pièes a été obtenu aprèsétude de la onvergene du maillage. En e�et, il est bien onnu qu'une analyse rigoureuse de laréponse du matériau doit s'a�ranhir de la dépendane de la solution vis-à-vis du maillage usitéau ours de la simulation.20Uni�ed Numbering System ASTM-SAE
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Fig. 4.1 � Maillages initiaux et déformés des lopins onique, ylindrique et àépaulement ainsi que les onditions aux limites et de hargement.
◆ module de Young E = 180GPa,
◆ oe�ient de Poisson ν = 0.33,
◆ densité ρ = 7850 kg/m3,
◆ et limite d'élastiité σo = 256MPa.La loi d'érouissage isotrope de la matrie est donnée par

σ̄ = 66, 656 ε̄0,10158Le oe�ient de frottement21 entre le lopin et l'outil est égal à µf = 0.35 [GRM96℄.En l'absene de données expérimentales onernant la mirostruture initiale de ematériau, nous adoptons une porosité initiale f0 = 0, 1% et un paramètre de formeinitial S0 = 2, 7122. Ces aratéristiques mirostruturales sont résumées dans letableau suivant :
f0 (%) S0 λ qiGLD 0.1 2.71 1 q0 = 1.6GTN 0.1 − 1 q1 = 1.5, q2 = 1.1Tab. 4.2 � Caratéristiques mirostruturales du matériau onstitutif des troislopins21Une desription de la gestion numérique du ontat ainsi que de quelques modèles de frotte-ment disponibles dans le ode Abaqus est donnée en annexe B.22Le hoix de ette mirostruture a été e�etué après avoir alibré la réponse du lopin oniquepar rapport aux résultats expérimentaux. Une fois e alibrage réalisé, ette mirostruture a été�gée et utilisée pour simuler la mise en forme des deux autres pièes (à épaulement et ylindrique).



4.2. Érasement de lopins 1414.2.2 Disussion des résultatsNous présentons sur la �gure 4.2 une série de omparaisons des résultats numé-riques alulés en utilisant les modèles GTN et GLD ave eux obtenus expéri-mentalement par Gouveia et al [GRM96, GRM00℄. Les graphes de la premièreolonne de la �gure 4.2 dérivent l'évolution de la déformation orthoradiale Eθθen fontion de la déformation axiale Ezz. Alors que eux de la deuxième olonnereprésentent les variations des ontraintes orthoradiale Σθθ et axiale Σzz suivantla déformation plastique umulée Ēp
eq . Gouveia et al. [GRM96℄ ont d'abord me-suré les déformations orthoradiale Eθθ et axiale Ezz sur la surfae extérieure dulopin au niveau de l'équateur par la méthode de la grille. Puis, ils en ont déduitles ontraintes orthoradiale Σθθ et axiale Σzz en suivant la méthode détaillée enappendie.Nous observons sur la �gure 4.2-a une bonne orrespondane entre les ourbes pré-dites par les simulations numériques et elles obtenues expérimentalement au débutde l'érasement du lopin onique. Une petite déviation des graphes numériques,plus prononée dans le as de la simulation ave le modèle GTN, apparaît à la �ndu proédé. L'évolution des ontraintes, dans e as-i, est aussi bien reproduitepar les deux modèles. Cependant, les ontraintes orthoradiales Σθθ alulées enutilisant le GLD sont plus prohes des résultats expérimentaux que elles estiméesave le GTN (�gure 4.2-b). La omposante axiale Σzz est reproduite orretementpar les deux modèles. Au ours de ette opération Σzz, qui est une ontrainte deompression diminue en module alors que la ontrainte de tration Σθθ augmente,il s'ensuit que la ontrainte hydrostatique Σm = (Σθθ + Σzz) /3 devient positive

(Σrr = 0). Par onséquent, le risque de rupture du lopin augmente en et endroit.Nous verrons plus loin que l'endommagement est maximal sur ette partie du lopin.Le traé des déformations obtenu en employant le modèle GLD est prohe despoints expérimentaux dans la situation de la ompression de la pièe à épaule-ment. Cependant un déalage, qui s'aentue au ours de l'érasement, est observéentre es derniers et les résultats prédits par le modèle GTN (�gure 4.2-). Les va-riations de la ontrainte orthoradiale Σθθ sont bien estimées ave les deux modèles,ontrairement à la omposante axiale Σzz qui est éloignée du graphe expérimentaldans la ironstane d'une simulation ave le GTN (�gure 4.2-d). Une diminutionun peu brutale, plus prononée dans le as du modèle GTN, des deux ourbesnumériques représentant l'évolution des ontraintes à une déformation umuléed'environ Ēp
eq

∼= 0.1 se distingue sur e graphique. Elle orrespond au moment oùles deux surfaes extérieures au voisinage de l'épaulement se mettent en ontat.Pareillement à l'opération préédente, nous remarquons que la ontrainte moyenneest toujours positive Σm = (Σθθ + Σzz) /3 > 0 sur la surfae extérieure au niveaude l'équateur. C'est la zone de rupture observée expérimentalement.Les déformations orthoradiale Eθθ et axiale Ezz alulées ave les modèles GTN etGLD sont prohes de elles mesurées expérimentalement au début du proédé
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() Lopin ylindrique. Fore - DéplaementFig. 4.3 � Évolution de la fore de forgeage en fontion de rédution de la hauteurdu lopin.d'érasement du lopin ylindrique (�gure 4.2-e). Une déviation des deux ourbesprédites numériquement par rapport aux résultats expérimentaux apparaît au furet à mesure de l'augmentation du niveau de ompression de la pièe. L'éart estimépar le GTN est ependant plus grand. Nous donnons sur la �gure 4.2-f les varia-tions des omposantes orthoradiale Σθθ et axiale Σzz en fontion de la déformationplastique umulée Ēp
eq durant la même opération. Celles-i sont orretement re-produites par les deux modèles. Cependant, un déalage des valeurs numériquesde la ontrainte axiale Σzz de elles mesurées expérimentalement apparaît. Cettedi�érene est plus grande en omparaison ave les deux opérations de forgeagespréédentes. Dans le as d'une simulation ave le modèle GTN, la omposanteaxiale Σzz hange arrément de signe et devient une ontrainte de tration. En re-vanhe, l'évolution de ette omposante telle que prédite par le modèle GLD resteune ontrainte de ompression, en bon aord ave les résultats expérimentaux.Nous représentons sur la �gure 4.3 des omparaisons de l'évolution de la forede forgeage F en fontion de la rédution de la hauteur des lopins, expriméepar le déplaement de l'outil u. L'e�ort d'érasement évolue lentement au début



144 Chapitre 4. Appliations aux proédés de mise en forme des matériauxdu proédé (ourse de l'outil d'environ u = 8 à 9mm) puis hange de pente etaugmente d'une manière plus rapide.Au début des trois opérations d'érasements, les modèles GTN et GLD prédisentde la même manière l'évolution de la fore de forgeage F . Puis, au fur et à mesurede la ompression des lopins, l'e�ort alulé en utilisant le GLD devient supérieurà elui obtenue ave le GTN. Nous observons aussi que l'allure générale des troisgraphiques est pratiquement la même. Cependant, les fores maximales sont sen-siblement di�érentes, notamment dans le as de la pièe ylindrique. Elles sontdonnées dans le tableau 4.3. Conique Cylindrique à épaulement
Fmax (kN) - GLD 69, 67 112, 24 76, 82
Fmax (kN) - GTN 66, 96 108, 15 71, 34Tab. 4.3 � Fores maximales d'érasement des trois lopins.Nous étudions dans e qui suit l'évolution de l'état méanique et mirostruturaldes trois lopins ylindrique, onique et à épaulement au ours de leurs forgeages.Lopin ylindriqueL'évolution de la mirostruture de trois éléments (A), (B), et (C) que nous onsi-dérons représentatifs de trois régions du lopin ylindrique est étudiée dans e quisuit. Les positions initiales de es trois parties sont indiquées sur la �gure 4.1.La zone (A) est située sur la surfae extérieure au niveau de l'équateur, la région(B) au entre du lopin alors que la portion (C) se trouve sur la surfae extérieureinitialement en ontat ave l'outil. Les graphes 4.4-a et 4.4-b représentent les va-
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Fig. 4.4 � Étude de trois éléments du lopin ylindrique.riations de la porosité f et du paramètre de forme S des trois points en fontion de



4.2. Érasement de lopins 145la ourse de l'outil u. Les avités situées dans les régions (B) et (C) ont tendaneà se refermer au ours du hargement. Cette fermeture se produit di�éremmentdans les deux zones : alors que elles se trouvant dans (B) s'aplatissent, omme lemontre la �gure 4.4-b, pour se rapproher de plus en plus de la forme d'une � pièede monnaie �, elles de la partie (C) ont tendane à se refermer tout en s'allongeantpour épouser, de plus en plus, la forme d'une "aiguille"(�gure 4.4-b). Les frationsvolumiques de vides atteintes dans la zone ritique (A) sont prohes de la porositéinitiale dans le as du modèle GTN, f ∼= (1, 2 − 1, 3) f0, alors que elle estiméepar le GLD est de l'ordre de f ∼= (1, 7 − 1, 8) f0 à la �n de l'érasement. Il s'ensuitque le modèle GLD prédit un plus grand endommagement omparativement aumodèle GTN.Nous donnons sur la �gure 4.5 la distribution de la porosité f approximée par lesmodèles GTN et GLD ainsi que elle du paramètre de forme S dans la ironstaned'un alul ave le GLD à trois rédutions de hauteurs di�érentes. La premièreorrespond à une diminution de 37, 34% de la hauteur initiale (�gure 4.5). À etinstant, la zone de onentration de la porosité maximale prédite par le GLD setrouve au voisinage de la surfae extérieure, alors que le alul ave le GTN lasitue sur la partie en ontat ave l'outil. Les formes des avités situées au niveaude l'équateur s'aplatissent alors que elles se trouvant à l'intérieur du lopin auvoisinage de l'outil ont tendane à s'allonger.La deuxième ligne de la �gure 4.5 orrespond à une rédution de 53, 55% de lahauteur initiale du lopin. La zone de porosité maximale alulée par le modèleGTN se trouve à présent sur la partie extérieure du lopin rejoignant ainsi lespréditions du modèle GLD. Ce dernier prédit ependant un niveau de porositéplus élevé. Il apparaît aussi que les avités de la portion entrale interne au niveaude l'équateur ontinuent à s'aplatir.La troisième ligne de la �gure 4.5 orrespond à une diminution de 65% de lahauteur de la pièe. Le modèle GTN prédit à e moment la refermeture des avitéssur la majeure partie du lopin, exepté au niveau de la surfae extérieure ainsique sur deux petites zones en ontat ave l'outil. Cependant, le GLD estime etabaissement du volume des vides dans une zone moins grande de la pièe. Cettedernière va de la région entrale interne au niveau de l'équateur jusqu'à elle enontat ave l'outil. Les avités situées au entre du lopin se referment tout ens'aplatissant alors que elles prohes de l'outil ont tendane à s'allonger au oursde l'opération. Les porosités maximales sont loalisées à la surfae extérieure dulopin au niveau de l'équateur. Ces préditions numériques sont en aord ave lesrésultats expérimentaux de Gouveia et al. [GRM96℄. Ces auteurs ont observé quela rupture du lopin a lieu en et endroit.
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u = 7.00mm

u = 10.04mm

u = 12.19mmGLD - f GTN - f GLD - SFig. 4.5 � Isovaleurs de la porosité f et du paramètre de forme S lors de l'érase-ment du lopin ylindrique.Lopin à épaulementNous présentons dans e paragraphe une étude de l'évolution de la mirostruturede quatre éléments (A), (B), (C) et (D) du lopin à épaulement, que nous supposonsreprésentatifs des quatre régions qui les avoisinent, et de la distribution de laporosité f et du paramètre de forme S.La zone (A) représente la région extérieure au niveau de l'équateur, la zone (B)la zone intérieure entrale au niveau de l'équateur, la zone (C) la partie extérieuresupérieure du lopin initialement en ontat ave l'outil et en�n la zone (D) repré-sente la région qui englobe les surfaes extérieures au niveau de l'épaulement quisont andidates au ontat, omme indiqué sur la �gure 4.1. Les graphes 4.6-a et4.6-b représentent respetivement les variations de la porosité f et du paramètre



4.2. Érasement de lopins 147de forme S en fontion de la ourse de l'outil u. Nous observons que les avités àl'intérieur du lopin (B) ainsi que elles en ontat ave l'outil (C) ont tendane à serefermer au ours du hargement. Alors que elles situées sur la surfae extérieuredu lopin (A) et (D) voient leurs volumes augmenter. De la même manière que dansle as de l'érasement de la pièe ylindrique, la refermeture des vides se produitdi�éremment. Les avités situées dans la zone entrale interne (B) s'aplatissent,omme le montre la �gure 4.6-b, pour se rapproher de plus en plus de la formed'une � pièe de monnaie �. Alors que elles situées dans la zone en ontat del'outil (C) s'allongent au ours de leurs fermetures (�gure 4.6-b. Le niveau de po-rosité atteint sur la surfae extérieure dans la situation de l'érasement de la pièeà épaulement est beauoup plus grand que elui observé lors de la ompression dulopin ylindrique. Il est de l'ordre de f ∼= (2.4 − 2.5) f0 dans la ironstane d'unesimulation utilisant le modèle GTN et f ∼= (1.9 − 2.0) f0 dans elle d'un alulave le GLD.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

C

B

A

D

mm

f

10
-3

GLD - Vumat
GTN - Vumat

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

2.4

2.8

3.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

C

B

A

D

s

mm

GLD - Vumat

Fig. 4.6 � Étude de trois points du lopin à épaulement.Nous donnons sur la �gure 4.7 les distributions de la porosité f , prédite par lesmodèles GTN et GLD, et du paramètre de forme S estimé en utilisant le GLDà trois rédutions de hauteurs di�érentes du lopin ylindrique. La première or-respondant à une diminution de 37.34% de la hauteur initiale de la pièe. À etinstant, les deux modèles prédisent une onentration de la porosité maximale auniveau de l'épaulement. Cependant, le GLD prédit en plus un endommagement,qui est de même ordre, dans la zone située sur la portion extérieure au dessus del'épaulement. Les vides les plus aplaties sont situés dans e as-i, non plus auniveau de l'équateur, mais au entre de la pièe à mi-distane entre l'épaulementet l'outil. Néanmoins, les avités les plus allongées se trouvent dans la région enontat ave l'outil.La deuxième ligne de la �gure 4.7 orrespond à une rédution de 53.55% de la hau-teur initiale de la pièe. À e moment, les zones de porosité maximale se onentrentau mêmes endroits. En revanhe, la portion de lopin qui ontient des avités quise referment est plus grande.
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u = 7.00mm

u = 10.04mm

u = 12.19mmGLD - f GTN - f GLD - SFig. 4.7 � Isovaleurs de la porosité f et paramètre de forme S lors de l'érasementdu lopin à épaulement.
La troisième ligne de la �gure 4.7 orrespond à une rédution de 65% de la hauteurinitiale de la pièe. Le modèle GTN prédit la refermeture des avités sur la majeurepartie du lopin exepté au niveau de la surfae extérieure. Alors que la refermeturedes avités n'est observée, dans le as du GLD, qu'au niveau de la zone s'étalant duentre du lopin jusqu'à la surfae supérieure externe en ontat ave l'outil. Commedans le as du lopin ylindrique et en aord ave les résultats expérimentaux deGouveia et al [GRM96℄, la porosité maximale est loalisée sur la surfae extérieuredu lopin au niveau de l'épaulement.



4.2. Érasement de lopins 149Lopin oniqueNous étudions dans ette setion l'évolution de mirostruture de trois éléments,notés (A), (B), et (C) que nous supposons représentatifs de trois zones du lopinonique, ainsi que les distributions de la porosité f et du paramètre de forme S. Larégion (A) est située sur la surfae extérieure au niveau de l'équateur, (B) se trouvesur la région au entre du lopin toujours au niveau de l'équateur, et en�n la portion(C) est loalisée sur la surfae extérieure initialement en ontat ave l'outil ommeindiqué sur la �gure 4.1-e. Les graphes 4.8-a et 4.8-b représentent respetivement,
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Fig. 4.8 � Étude de trois points du lopin onique.l'évolution de la porosité f et du paramètre de forme S en fontion de la oursede l'outil u dans les trois régions (A), (B), et (C). Les avités à l'intérieur dulopin (B) ainsi que elles en ontat ave l'outil (C) ont tendane à se refermerau ours du proédé de forgeage, alors que elles à la surfae extérieure du lopin(A) voient leurs volumes augmenter. Dans e as aussi la refermeture des avitésse produit de deux manières. Les avités situées dans la zone entrale interne (B)s'aplatissent alors que elles de la zone en ontat ave l'outil s'allongent. Les plusgrand niveaux de porosité sont atteint dans la zone ritique (A). Les porosités àla �n de l'érasement du lopin sont de l'ordre de f ∼= (1, 9 − 2, 0) f0 dans le as dumodèle GTN et f ∼= (1, 7 − 1, 8) f0 dans le as du modèle GLD .La �gure 4.9 représente la distribution de la porosité f prédite par les modèlesGTN et GLD ainsi que elle du paramètre de forme S prédite par le modèle GLDà trois rédutions de hauteurs di�érentes de la pièe onique. Les isovaleurs dela première ligne de la �gure 4.9 orrespondent à une rédution de 37, 34% de lahauteur initiale du lopin. À et instant, le modèle GLD prédit une onentrationde la porosité maximale au voisinage de la surfae extérieure, alors que le modèleGTN prédit une onentration dans deux zones : la première est située dans larégion entrale en ontat ave l'outil et la deuxième sur la partie extérieure auniveau de l'équateur. À e stade de déformation, les avités situées au niveau del'équateur prennent une forme de plus en plus aplatie, alors que elles situées dansla zone supérieure prohes de l'outil ont tendane à s'allonger.
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u = 7.00mm

u = 10.04mm

u = 12.19mmGLD - f GTN - f GLD - SFig. 4.9 � Isovaleurs de la porosité f et paramètre de forme S lors de l'érasementdu lopin onique.La deuxième ligne de la �gure 4.9 ontient les isovaleurs obtenues pour une rédu-tion de 53, 55% de la hauteur initiale de la pièe onique. Les porions de porositésmaximales alulées en utilisant les deux modèles GTN et GLD se trouvent sur lasurfae extérieure au niveau de l'équateur. Le modèle GLD prédit ependant unniveau supérieure de porosité et une zone de onentration plus large. Les videsdans la région entrale interne du lopin ommene à se refermer, eux loalisésau niveau de l'équateur s'aplatissent alors que les avités situées dans la zonesupérieure prohes de l'outil restent allongées.La troisième ligne de la �gure 4.9 orrespond à une rédution de hauteur initialede 65%. Comme dans le as de l'érasement du lopin ylindrique, le modèle GTNprédit la refermeture des avités sur la majeure partie du lopin, exepté au niveaude la surfae extérieure. Alors que le GLD estime la refermeture des avités dansune portion moins grande de la pièe. Celle-i s'étale de la zone entrale interne au



4.3. Emboutissage de Swift 151niveau de l'équateur jusqu'à la zone supérieure externe en ontat ave l'outil. À eniveau d'érasement, les vides se trouvant au entre du lopin se referment en épou-sant une forme aplatie alors que eux situés en ontat ave l'outil ont tendane às'allonger. Les régions de porosité maximale sont loalisées sur la surfae extérieureau niveau de l'équateur, résultats en aord ave les prévisions expérimentales deGouveia et al. [GRM96℄.En aord ave les résultats expérimentaux de Gouveia et al. [GRM96℄ nousobservons sur les �gures 4.5 et 4.9 que la géométrie �nale du lopin onique estsemblable à elle du lopin ylindrique.4.3 Emboutissage de Swift
L'emboutissage est un proédé de for-

Poinçon

Serre flan

Flan

Matrice

Fig. 4.10 � Shématisation de l'essaid'emboutissage de Swift.

mage par déformation à haud ou àfroid des métaux visant à transformerune t�le en une pièe plus ou moinsompliquée. Dans le as où la t�le àemboutir est mine (feuille d'épaisseurinférieure à 3mm), elle-i est appelée�an. La on�guration de l'outillage auours de ette opération détermine l'ef-fet obtenu sur le �an : l'outil à simplee�et omprend une matrie et un poin-çon, alors que elui à double e�et estomposé en plus de es deux éléments,d'un serre-�an.Dans le as général, le r�le de haundes omposants de l'outillage peut êtredérit omme suit :
◆ le poinçon oulissant plus ou moins vite sur l'axe vertial déforme la t�le à sonempreinte au fond de la matrie ;
◆ la matrie sert d'appui à la pièe ; elle ontribue aussi à donner la forme exté-rieure �nale au retour élastique près ;
◆ le serre-�an permet de prévenir les risques de plis du �an au ours du proédéet ontribue à l'obtention d'un éoulement homogène du métal.Deux modes de déformation sont prinipalement observés lors de l'emboutissage :l'expansion et le retreint. Ces modes sont onditionnés par le type d'outillageutilisé.



152 Chapitre 4. Appliations aux proédés de mise en forme des matériauxEmboutissage en expansion : le �an est bloqué sur ses bords, il est obligéde s'allonger dans toutes les diretions pour s'adapter à la forme imposée parla pénétration du poinçon.Emboutissage en retreint : le métal glisse sous le serre-�an. C'est l'épais-seur entre e dernier et la matrie qui diminue.L'art de l'emboutissage onsiste à réaliser le meilleur ompromis entre es deuxmodes de déformation, optimisant ainsi l'éoulement du métal entre le poinçon, lamatrie et le serre-�an. De nombreux essais spéi�ques ont été imaginés et utiliséspour juger l'aptitude d'une t�le à subir l'opération d'emboutissage. Dans ettesetion nous présentons une étude de l'essai de Swift (1954) shématisé sur la�gure 4.10. Les résultats expérimentaux onernant et exemple ont été obtenuspar le CETIM/Senlis. Cette appliation onsiste à emboutir une t�le en aluminiumayant une épaisseur de 1mm jusqu'à rupture de elle-i [Khe04, KOK07℄. Sur etype d'embouti on observe un glissement de la ollerette entre le serre-�an et lamatrie et un étirement de la jupe suivant la diretion de déplaement du poinçon.4.3.1 Desription des onditions de la simulationLes dimensions de l'outillage et du �an utilisés pour e�etuer l'essai de Swift sontindiquées sur la �gure 4.11. Nous en résumons les prinipales [Khe04℄ :
◆ La matrie

• Diamètre extérieur : φmext = 100mm
• Diamètre intérieur : φmint = 35.2mm
• Hauteur : Hm = 10.5mm
• Rayon de raordement : rm = 4mm

◆ Le serre-�an
• Diamètre extérieur : φsext = 90mm
• Diamètre intérieur : φsint = 33.9mm
• Hauteur : Hs = 10.5mm

◆ Le poinçon
• Diamètre : φp = 33mm
• Rayon de raordement : rp = 5mm

◆ Le �an
• Diamètre : φF = 73mm
• Épaisseur : eF = 1mmLe �an est plaé entre la matrie et le serre-�an. Le maillage23 du �an est om-posé de six-ent-quarante (640) éléments axisymétriques ave intégration réduiteCAXR, ave quatre ouhes d'éléments sur l'épaisseur. Le oe�ient de frottement,23De même, la disrétisation géométrique utilisée au ours de ette simulation est obtenueaprès une étude de onvergene du maillage.
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Fig. 4.11 � Maillage initial et �nal et onditions de hargement au ours de l'essaid'emboutissage de Swift.pris pour l'ensemble des orps en ontat, a été déterminé expérimentalement par leCETIM/Senlis et est égale à µf = 0, 17 [KOK07, Khe04℄. Pour des onsidérationsde symétrie de la géométrie et du hargement, l'essai est modélisé en axisymé-trique. Les outils sont modélisés par des solides rigides indéformables. Un e�ort deserrage Fs = 500 daN est appliqué par le serre-�an, tout au long du hargement,pour restreindre le glissement du �an et pour prévenir de toute formation de plisou assures, omme le montre la �gure 4.11. Les déplaements de la matrie sonttotalement bloqués. La forme �nale de la t�le est obtenue grâe au mouvementvertial du poinçon auquel nous avons a�eté un déplaement u = 12mm. A�nd'assurer une modélisation axisymétrique, le déplaement radial du �an au niveaude l'axe de symétrie est bloqué.Le matériau onstitutif du �an est un alliage d'aluminium ayant les aratéristiquesuivantes :
◆ module de Young E = 70GPa ;
◆ oe�ient de Poisson ν = 0, 33 ;
◆ densité ρ = 2700 kg/m3 ;
◆ limite d'élastiité σ0 = 114MPa ;L'érouissage isotrope de la matrie est modélisé par la loi puissane (3.22) aveun exposant d'érouissage n = 0, 146. En l'absene de données expérimentales surla mirostruture de l'alliage d'aluminium, nous avons hoisi une porosité initiale
f0 = 0, 1% et un paramètre de forme initial S0 = 1, 38 :



154 Chapitre 4. Appliations aux proédés de mise en forme des matériaux
f0 (%) S0 qiGLD 0, 1 1, 38 q0 = 1, 6GTN 0, 1 − q1 = 1, 5, q2 = 1, 1Tab. 4.4 � Caratéristiques mirostruturales de l'alliage d'aluminium.4.3.2 Disussion des résultatsLa �gure 4.12 représente une omparaison des traés dérivant l'évolution de lafore d'emboutissage en fontion de la ourse du poinçon, obtenus expérimenta-lement et numériquement en utilisant les modèles GLD et GTN. Nous observonsune bonne orrespondane entre les résultats expérimentaux et eux prédit par lemodèle GLD. L'e�ort maximal FGLD

max = 25, 81 kN obtenu en utilisant e dernierest légèrement inférieur à elui obtenu expérimentalement F exp
max = 25, 92 kN . Cesdeux fores sont atteintes pour pratiquement un même déplaement du poinçon :

uGLDmax = 10, 17mm et uexpmax = 10, 28mm. Cependant, elle obtenue lors de la si-mulation ave le modèle GTN (FGTN
max = 22, 43 kN

) est sensiblement di�érente desdeux premières. Le déplaement du poinçon à e moment est lui aussi distint
uGTNmax = 9, 15mm. Nous donner dans le tableau 4.5 un réapitulatif des e�ortsmaximaux d'emboutissage obtenus expérimentalement et numériquement ave lesmodèles GTN et GLD, ainsi que les déplaements du poinçon leurs orrespondants.

Fmax (kN) u (mm) Erreur-Fmax Erreur-uExpériene 25, 92 10, 28 0% 0%GLD 25, 81 10, 17 0, 4% 1, 1%GTN 22, 43 9, 15 13, 5% 11, 0%Tab. 4.5 � Points représentatifs de la ourbe fore-déplaement au ours de l'essaid'emboutissage de Swift.Une estimation de l'erreur ommise lors de la prédition de la fore maximale d'em-boutissage et du déplaements du poinçon lui orrespondant lors de la simulationave les deux modèles, en supposant les mesures expérimentales exates, �guredans le même tableau. Cette erreur est relativement importante lors de la simu-lation ave le modèle GTN. Elle varie entre 11% (fore) et 13, 5% (déplaement).Alors que elle ommise en utilisant le GLD est insigni�ante, elle est de l'ordre de
0, 4% pour l'e�ort et 1, 1% pour le déplaement de l'outil.
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Fig. 4.12 � Évolution de la fore d'emboutissage F en fontion du déplaementdu poinçon u. F G H L M NMatériau isotrope 0,5 0,5 0,5 1,5 1,5 1,5Matériau du �an 0,9 0,1 0,9 1,5 1,5 1,65Tab. 4.6 � Constantes de Hill du �an et elles d'un matériau isotrope.Bien que la fore maximale d'emboutissage ait été prédite orretement par le mo-dèle GLD, nous aperevons sur la �gure 4.12 un ertain déalage entre les ourbesnumérique et expérimentale. Cet éart peut trouver une expliation dans le om-portement du matériau du �an qui a été identi�é expérimentalement omme unmatériau orthotrope [Khe04, KOK07℄, alors que le omportement de la matrielors de la simulation ave le modèle GLD est isotrope. Les onstantes de Hill24identi�ées pour simuler le omportement orthotrope du �an sont résumées dansle tableau 4.6. À titre de omparaison, nous donnons sur e même tableau les va-leurs de es onstantes dans le as d'un matériau isotrope. Néanmoins, la prise enompte du hangement de formes des avités dans le modèle GLD permet de onsi-dérer le omportement marosopique du matériau isotrope transverse. Cei peutjusti�er la bonne prédition par e modèle de la fore maximale d'emboutissage.Une amélioration du graphe "Fore-Déplaement de l'outil" peut être envisagée enproposant une une extension du modèle GLD au as d'une matrie orthotrope.La �gure 4.13-a montre la répartition de la porosité au moment de l'initiation de larupture du �an. Une omparaison de la forme de l'embouti obtenue expérimentale-ment et elle dérite numériquement par le modèle GLD nous permet de onstaterque les deux géométries sont pratiquement identiques, et que la rupture apparaîtau même endroit (�gure 4.13-b).La �gure 4.14 donne l'évolution de la déformation plastique umulée Ēp
eq, de laporosité f et du paramètre de forme S en quatre éléments du �an (A), (B), (C) et24Un rappel sur le ritère de Hill est donné en appendie



156 Chapitre 4. Appliations aux proédés de mise en forme des matériaux
Rupture

b) Expériencea) GLD - vumatFig. 4.13 � Initiation de la rupture sur l'embouti. [KOK07℄(D) en fontion de la ourse de l'outil u. Les positions de es quatre éléments sontreprésentées sur la �gure 4.11 pour un déplaement de l'outil u = 11, 82mm. Nousobservons sur la �gure 4.14-a que la zone qui se plasti�e le plus est située sur lajupe de l'embouti (B et D). Cependant, le degré de plasti�ation de la surfae du�an située du �té de la matrie (D) est plus prononé que elui du �té de l'outil(B). La région se trouvant au fond de l'embouti (A) est la partie de l'embouti lamoins plasti�ée, alors que nous observons une plasti�ation moyenne de la zonesituée entre le serre-�an et la matrie (C). Les degrés de plasti�ation atteintspendant la simulation ave le GLD sont plus élevés que eux atteints en utilisantle GTN.
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GLD - vumatFig. 4.14 � Évolution de la mirostruture de quatre éléments de l'embouti.L'évolution des porosités des parties (B) et (D) se fait lentement au début del'emboutissage puis s'aélère au moment de la oalesene (�gure 4.14-b). Cetteaugmentation est plus prononée dans le as de la simulation ave le modèle GLD.Les éléments (A) et (C) s'endommagent modérément au ours des deux simula-tions. Les avités des quatre éléments ont tendane à s'aplatir au ours du proédéd'emboutissage (�gure 4.14-). Cet aplatissement s'aentue dans les régions (B)et (D) au début de la oalesene.Nous donnons sur les �gures 4.15 et 4.16 les isovaleurs de la porosité f , de laontrainte moyenne de pression σp et de la déformation plastique umulée Ēp
eq
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u = 5.17mm u = 5.17mm u = 5.17mm

u = 10.17mm u = 9.15mm u = 10.17mm

u = 11.82mm u = 10.18mm u = 11.82mmGLD - f GTN - f GLD - SFig. 4.15 � Isovaleurs de la porosité f et paramètre de forme S dans l'embouti.estimées ave les modèles GTN et GLD ainsi que la distribution du paramètre deforme S alulée en employant le GLD à trois déplaements di�érents du poinçon.La première ligne orrespond à un déplaement de l'outil u = 5, 17mm. À etinstant, les modèle GLD et GTN prédisent un plus grand endommagement dansla portion au bas de la jupe de l'embouti, alors que les autres régions restentrelativement peu endommagées. Les avités se trouvant dans la zone de fortesporosités prennent des formes plus aplaties. La ollerette et la région basse de sajupe sont solliitées en tration, alors que les autres portions le sont en ompression,notamment elle située sous le serre-�an. Cette dernière est la plus plasti�ée dans leas des deux simulations en raison de l'e�ort de maintien appliqué par le serre-�an.La deuxième ligne des deux �gures 4.15 et 4.16 ontient les isovaleurs obtenuesau moment où la fore maximale est atteinte. Cela orrespond à un déplaementdu poinçon égal à u = 10, 17mm dans le as du GLD et u = 9, 15mm dans leas du GTN. La porosité se onentre toujours au même endroit de la t�le. Cettezone d'endommagement maximale devient plus large dans le as du modèle GLD.À e stade d'emboutissage, les vides se trouvant sur la jupe de la t�le ontinuentà s'aplatir. Cet aplatissement est plus prononé dans régions se trouvant du �téde la matrie. Nous observons la même situation en e qui onerne le mode dehargement : la jupe et la ollerette de la t�le sont solliitées en tration, alors quela partie sous le serre-�an l'est en ompression. Cette dernière région est la plusplasti�ée à e moment.La dernière ligne orrespond à un déplaement de l'outil u = 11, 82mm dans laironstane d'un alul ave le GLD et u = 10, 18mm dans elle d'une estimationave le GTN. La rupture de la t�le survient au niveau de la partie inférieure de lajupe. Comme il fallait s'y attendre, les porosités maximales se onentrent dans
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u = 5.17mm u = 5.17mm

u = 10.17mm u = 9.17mm

u = 11.82mm u = 10.18mmGLD - σp GTN- σp
u = 5.17mm u = 5.17mm

u = 10.17mm u = 9.17mm

u = 11.82mm u = 10.18mmGLD - Ēp
eq GTN - Ēp

eqFig. 4.16 � Isovaleurs de la pression hydrostatique σp et de la déformation plastiqueumulée Ēeqp dans l'embouti.



4.4. Étude du proédé de laminage 159ette zone dans le as des deux simulations. Alors que les avités situées dans etteportion sont très aplaties, elles se trouvant au dessous du �an restent toujoursallongées. Dans la situation d'une approximation ave le modèle GTN toutes lesparties du �an sont solliitées en tration.Cependant, nous aperevons, dans le as de l'utilisation du GLD que quelques �bresde la t�le sur la ollerette du oté de la matrie, ainsi que les �bres en ontatave le serre-�an et la matrie sont soumises à un hargement de tration. Ladéformation plastique umulée reste toujours onentrée dans la zone se trouvantentre la matrie et le serre-�an. Les autres portions de la t�le sont uniformémentplasti�ées, exeption faite de elles se trouvant dans la zone de rupture où ladéformation plastique est plus élevée.4.4 Étude du proédé de laminageLe laminage est une tehnique de forgeage qui onsiste à entraîner une barre entredeux ylindres, appelés rouleaux, tournant en sens ontraire. Ces derniers peuventêtre annelés ou à table lisse, leurs volumes varie proportionnellement à la setiondu produit �ni à obtenir. Ce proédé a fait l'objet de plusieurs études expéri-mentales et numériques [NZR06, AMEM06, YGZZ06, FNSM06, ZMWC06℄. Nousprésentons dans e qui suit une étude numérique du laminage d'une barre de se-tion arrée entre deux ylindres lisses e�etuée en utilisant le modèle GLD nonouplé à la température que nous notons dans ette setion "GLD-Isotherme",ave eux obtenus ave le GLD ouplé à la température dans des onditions adia-batiques noté "GLD-Adiabatique" et le modèle GLD ouplé à la température dansles onditions d'un éhau�ement non adiabatiques : "GLD-Non adiab.".4.4.1 Desription des onditions de la simulationLa barre a une longueur initiale l = 92mm et une setion arrée de largeur ini-tiale b = 20mm. Le rayon et la largeur des deux ylindres sont respetivement
R = 170mm et L = 40mm. L'exemple est traité en 3D, la barre déformableest disrétisée en deux-mille-neuf-ents-quarante-quatre (2944) éléments de typeC3D8RT au ours de la simulation dans des onditions d'éhau�ement non adiaba-tique et C3D8R dans les deux autres as. Les ylindres modélisés omme solide ri-gide indéformable sont a�etés d'une vitesse de rotation onstante ωc = 6.28 rad/s.Ils sont disposés de telle manière à obtenir un érasement (rédution de la hauteurde la barre) égal à ∆h = 50%. Les maillages initial et déformé de la barre sontindiqués sur la �gure 4.17.Le matériau onstitutif de la barre est un aier ayant les aratéristiques suivantes :
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V

 

a) Maillage initial b) Maillage déformé
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Fig. 4.17 � Maillages initial et �nal de la barre laminée.
◆ module de Young E = 170GPA,
◆ oe�ient de Poisson ν = 0.33,
◆ densité ρ = 7850 kg/m3,
◆ et limite d'élastiité σo = 324MPA.L'érouissage isotrope de la matrie est modélisé en utilisant une loi puissane aveun oe�ient d'érouissage n = 0, 12. Le oe�ient de frottement entre la barreest les rouleaux est égal à µf = 0, 3. Les aratéristiques thermiques et mirostru-turales utilisées pendant les simulations sont données dans le tableau 4.7.

f0 (%) S0 λ Cv (J/kgK) K (W/mK) α (K−1) ξ

0, 25 1, 95 1 600 46 1, 1 10−5 0, 85Tab. 4.7 � Valeurs des prinipaux paramètres utilisés lors de l'étude du proédéde laminage d'une barre de setion arrée.4.4.2 Disussion des résultatsL'étude du proédé de laminage est e�etuée en suivant l'évolution de la foremaximale de laminage F et de l'élargissement e de la barre. Cette dernière quantitéest dé�nie en pourentage d'érasement ∆h du barreau par la relation
e =

(b2 − b1)

∆h
.100 (4.1)où b1 et b2 sont respetivement la largeur initiale et �nale de la barre. Nous re-présentons sur les �gures 4.18-a et 4.18-b une omparaison des fores maximalesde laminage F et de l'élargissement e obtenue ave les modèles "GLD-Isotherme","GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab.". Ce dernier prédit une fore de lami-nage plus petite que les deux autres. Il est à noté que le plus grand e�ort est
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(f)Fig. 4.18 � Évolution de la fore de laminage F et de l'élargissement de la barre.



162 Chapitre 4. Appliations aux proédés de mise en forme des matériauxobtenu en utilisant le modèle "GLD-Isotherme" pour lequel l'adouissement ther-mique n'est pas pris en ompte. Le plus grand élargissement de la barre est préditdans le as d'un alul dans des onditions d'un éhau�ement adiabatique ("GLD-Adiabatique"), alors que le plus petit est obtenu dans des onditions de simulationisothermes ("GLD-Isotherme"). Les valeurs partiulières de es traés sont résu-mées dans le tableau 4.8.
Fmax (kN) e(%)"GLD-Isotherme" 805, 362 134, 815"GLD-Adiabatique" 804, 822 135, 048"GLD-Non adiab." 804, 471 135, 296Tab. 4.8 � Points représentatifs des traés dérivant les variations de la fore delaminage et de l'élargissement.Nous onluons de e qui préède que l'introdution d'un éhau�ement thermiqueau ours de la modélisation du laminage de la barre génère un adouissement dumatériau qui a pour e�et de diminuer la fore maximale néessaire à son laminageet une augmentation de l'élargissement ; qui sont tous les deux aentués dans leas où l'éhau�ement se produit dans des onditions non adiabatiques.Les graphes 4.18- et 4.18-d donnent les variations de la fore maximale de lami-nage F et de l'élargissement e obtenues en utilisant le modèle "GLD-Non adiab."pour trois érasements ∆h = 20%, ∆h = 35% et ∆h = 50%. La fore de laminagevarie proportionnellement au pourentage d'érasement alors que l'élargissementy évolue inversement. Ce résultats est en aord ave eux obtenus numérique-ment par Farhat-Nia et al. [FNSM06℄ et Akbari Mousavi et al. [AMEM06℄ enutilisant un matériau élastoplastique non endommageable.L'in�uene de l'utilisation de rouleaux de rayons di�érents est montrée sur les�gures 4.18-e et 4.18-f. Nous notons dans e qui suit toutes les aratéristiques quifont référene au rouleau supérieur par l'indie 1 (exemple le rayon du ylindresupérieur est noté R1) et elles liées au rouleau inférieur par l'indie 2. Troisrapports de rayons ont été utilisés R1/R2 = 0, 74, R1/R2 = 0, 85 et R1/R2 = 1. Lafore de laminage F et l'élargissement e évoluent proportionnellement au rapport

R1/R2 .La �gure 4.19 donne la ontrainte équivalente normalisée de von Mises Σeq/σ0,la porosité f , le paramètre de forme S et la température T en fontion de la dé-formation équivalente Eeq en quatre éléments (A), (B), (C), et (D) de la barre.Leurs positions initiales sont indiquées sur la �gure 4.17. Ces ourbes représentent
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Fig. 4.19 � Évolution de la ontrainte équivalente normalisée de von Mises Σeq/σ0,de la mirostruture (f et S) et de la température T de quatre éléments de la barre.une omparaison des résultats obtenus ave les modèles "GLD-Isotherme", "GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab.". Elles présentent des allures pratiquement pa-reilles. Cependant, une analyse des valeurs des ontraintes montre que elles obte-nus en utilisant le modèle "GLD-Isotherme" sont plus élevées que elles aluléesave le "GLD-Non adiab.", qui prédit à son tour des niveaux de ontraintes plusgrands que eux de la simulation ave le modèle "GLD-Adiabatique". Nous ob-servons que la zone de la barre en ontat ave le rouleau (B), (C), et (D) est larégion qui se déforme le moins en omparaison ave le entre (A). Les formes desavités de la barre ont tendane à se refermer au ours du proédé. Exeption faitede elles se trouvant dans la portion (D) qui s'allongent juste après passage de lasetion de matériau qui les ontient entre les rouleaux. Les porosités des éléments(B), (C), et (D) essent de diminuer juste après leurs passage entre les rouleaux.Alors que les volumes des vides situés au entre de la barre (A) ontinuent à baisserjusqu'à un ertain allongement de la barre. L'élévation de la température préditepar le modèle "GLD-Non adiab." dans la région en ontat ave l'outil est plusgrande que elle obtenue dans des onditions d'un éhau�ement adiabatique. Ceipeut s'expliquer par les éhanges thermiques qui s'e�etuent entre les rouleaux etla pièe. Alors qu'au entre de l'éprouvette se produit l'inverse, 'est-à-dire que le"GLD-Adiabatique" prédit de plus grandes températures.
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IS

(Ave. Crit.: 75%)
SDV18

+5.491e-04
+8.293e-04
+1.110e-03
+1.390e-03
+1.670e-03
+1.950e-03
+2.231e-03
+2.511e-03
+2.791e-03 (Ave. Crit.: 75%)

SDV18

+2.576e-04
+5.980e-04
+9.385e-04
+1.279e-03
+1.619e-03
+1.960e-03
+2.300e-03
+2.641e-03
+2.981e-03

AD
(Ave. Crit.: 75%)
SDV18

+5.472e-04
+8.277e-04
+1.108e-03
+1.389e-03
+1.669e-03
+1.950e-03
+2.231e-03
+2.511e-03
+2.792e-03 (Ave. Crit.: 75%)

SDV18

+2.553e-04
+5.963e-04
+9.374e-04
+1.278e-03
+1.619e-03
+1.960e-03
+2.301e-03
+2.643e-03
+2.984e-03

NA
(Ave. Crit.: 75%)
SDV18

+5.448e-04
+8.261e-04
+1.107e-03
+1.389e-03
+1.670e-03
+1.951e-03
+2.232e-03
+2.513e-03
+2.795e-03 (Ave. Crit.: 75%)

SDV18

+2.521e-04
+5.940e-04
+9.359e-04
+1.278e-03
+1.620e-03
+1.962e-03
+2.303e-03
+2.645e-03
+2.987e-03

Début FinFig. 4.20 � Isovaleurs de la porosité f à deux instants di�érents du proédé delaminage. IS, AD et NA orrespondent, respetivement, aux résultats obtenus aveles modèles "GLD-Isotherme", "GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab.".
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IS

(Ave. Crit.: 75%)
SDV17

+2.124e-01
+4.297e-01
+6.469e-01
+8.641e-01
+1.081e+00
+1.299e+00
+1.516e+00
+1.733e+00
+1.950e+00 (Ave. Crit.: 75%)

SDV17

+1.730e-01
+4.027e-01
+6.323e-01
+8.619e-01
+1.091e+00
+1.321e+00
+1.551e+00
+1.780e+00
+2.010e+00

AD
(Ave. Crit.: 75%)
SDV17

+2.088e-01
+4.265e-01
+6.442e-01
+8.619e-01
+1.080e+00
+1.297e+00
+1.515e+00
+1.733e+00
+1.950e+00 (Ave. Crit.: 75%)

SDV17

+1.692e-01
+3.998e-01
+6.305e-01
+8.611e-01
+1.092e+00
+1.322e+00
+1.553e+00
+1.784e+00
+2.014e+00

NA
(Ave. Crit.: 75%)
SDV17

+2.075e-01
+4.254e-01
+6.432e-01
+8.611e-01
+1.079e+00
+1.297e+00
+1.515e+00
+1.732e+00
+1.950e+00 (Ave. Crit.: 75%)

SDV17

+1.678e-01
+3.990e-01
+6.303e-01
+8.615e-01
+1.093e+00
+1.324e+00
+1.555e+00
+1.787e+00
+2.018e+00

Début FinFig. 4.21 � Isovaleurs du paramètre de forme S à deux instants di�érents duproédé de laminage. IS, AD et NA orrespondent, respetivement, aux résultatsobtenus ave les modèles "GLD-Isotherme", "GLD-Adiabatique" et "GLD-Nonadiab.".
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(Ave. Crit.: 75%)
SDV19

+2.930e+02
+3.081e+02
+3.232e+02
+3.383e+02
+3.534e+02
+3.685e+02
+3.836e+02
+3.986e+02
+4.137e+02 (Ave. Crit.: 75%)

SDV19

+2.930e+02
+3.091e+02
+3.251e+02
+3.412e+02
+3.573e+02
+3.734e+02
+3.894e+02
+4.055e+02
+4.216e+02

NA
(Ave. Crit.: 75%)
TEMP

+2.930e+02
+3.069e+02
+3.207e+02
+3.346e+02
+3.484e+02
+3.623e+02
+3.762e+02
+3.900e+02
+4.039e+02 (Ave. Crit.: 75%)

TEMP

+2.930e+02
+3.061e+02
+3.193e+02
+3.324e+02
+3.456e+02
+3.587e+02
+3.719e+02
+3.850e+02
+3.982e+02

Début FinFig. 4.22 � Isovaleurs de la température T à deux instants di�érents du proédéde laminage. AD et NA orrespondent, respetivement, aux résultats obtenus aveles modèles "GLD-Adiabatique" et "GLD-Non adiab.".Nous représentons sur les �gures 4.20-4.22 les distributions de la porosité f , duparamètre de forme S et de la température T à deux instants di�érents de l'opé-ration de laminage. Le premier est pris au début du proédé et est noté "Début".Il orrespond au moment où la barre est engagée entre les rouleaux. Le deuxièmeest désigné par "Fin". Il est hoisi au moment où la partie arrière de la barreommene a être entraînée entre les ylindres. Les isovaleurs de la porosité f et duparamètre de forme S prédites par les trois modèles sont pratiquement pareilles.À l'instant "Début" la porosité se onentre sur les parties latérales de la barreen raison de l'état de ontrainte de tration qui règne dans es portions, ainsi quedans la zone qui ommene à s'engager entre les rouleaux. Les régions situées auvoisinage des arrêtes de la pièe sont les moins poreuses. À e moment, toutesles avités s'aplatissent. Comme dans le as du forgeage de lopins, elles situéesau entre de la barre subissent le plus grand aplatissement. Au deuxième instant,les porosités maximales et minimales se trouvent toujours loalisées dans les ré-gions latérales laminées et les portions prohes des arêtes du barreau. Les avités
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(d)Fig. 4.23 � In�uene du frottement sur la fore de la minage F et l'élargissement
e.loalisées sur ette dernière sont les plus allongées en omparaison au reste de lapièe.Les niveaux de températures di�èrent selon que le alul se déroule dans des ondi-tions adiabatiques ou non. Le modèle "GLD-Adiabatique" prédit des températuresplus élevées que elles obtenues en utilisant le "GLD-Non adiab.". Les parties deonentration des fortes températures sont situées au entre de la pièe. À l'instant"Fin", une élévation supplémentaire de température est observée dans les régionsqui se trouvent sur les arêtes de la barre.Nous présentons dans e qui suit une étude paramétrique de l'in�uene de di�é-rents paramètres sur le proédé de laminage. Les simulations ont été e�etuées enutilisant le modèle "GLD-Non adiab." pour des érasements ∆h = 20%, ∆h = 35%et ∆h = 50%.Le oe�ient de frottement µf . Les résultats des �gures 4.23-a et 4.23-b peuvent orrespondre à l'utilisation de rouleaux de matériaux di�érentsoù de lubri�ants distints entre la pièe et les deux ylindres. Ces deux ir-onstanes sont dérites dans la présente étude en variant le oe�ient :
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(d)Fig. 4.24 � In�uene de la vitesse des rouleaux et de la température initiale de labarre sur la fore de laminage F et l'élargissement e.
µf = 0, 3, µf = 0, 4 et µf = 0, 5. Nous reproduisons l'évolution de la forede laminage F et de l'élargissement de la barre e en fontion de e para-mètre. L'e�ort F augmente proportionnellement à l'augmentation du oe�-ient de frottement. Ce résultat est en aord ave eux obtenus par Zhaoet al. [ZMWC06℄. L'augmentation de la fore en fontion du oe�ient defrottement est plus prononée dans le as d'un érasement ∆h = 50%. Ce-pendant, l'élargissement e présente peu de sensibilité à l'augmentation duoe�ient de frottement.Le rapport des oe�ients de frottement µ1

f/µ
2
f . Les résultats des �-gures 4.23- et 4.23-d orrespondent à deux situations. La première est l'utili-sation de ylindres de matériaux di�érents au ours du proédé. La deuxièmeserait elle où des lubri�ations distintes entre la pièe et les deux ylindressont employées. Cette état est aratérisé dans notre as par le rapport desoe�ients de frottement µ1

f/µ
2
f . Trois valeurs sont utilisées µ1

f/µ
2
f = 0, 6,

µ1
f/µ

2
f = 0, 75 et µ1

f/µ
2
f = 1. La fore de laminage F diminue ave l'augmen-tation du rapport µ1

f/µ
2
f , ave une pente plus grande dans la ironstaned'un érasement ∆h = 50%. Dans le as où elui-i est égal à ∆h = 20%,l'e�ort maximal de laminage diminue modérément. L'élargissement diminue



4.5. Conlusion 169aussi au fur et à mesure de l'évolution du rapport µ1
f/µ

2
f . Dans la situationd'un érasement ∆h = 35%, l'élargissement présente peu de sensibilité aurapport des oe�ient de frottement.Le rapport des vitesses V2/V1. Les �gures 4.24-a et 4.24-b donnent l'in-�uene de la vitesse de rotation des rouleaux sur la fore F et sur l'élargis-sement de la pièe e. Quatre rapports de vitesses sont employés V2/V1 = 1,

V2/V1 = 1, 07, V2/V1 = 1, 14 et V2/V1 = 1, 2. Nous observons que la fore delaminage F est inversement proportionnelle au rapport V2/V1. Cette dépen-dane a déjà été établie par Mousavi et al. [AMEM06℄ et Farhat Nia etal. [FNSM06℄. La hute de la ourbe F = F (V2/V1) est plus prononée dansles as ∆h = 20% et ∆h = 50%. Il onvient aussi de noté que l'élargissementde la barre e varie proportionnellement au rapport des vitesses.La température initiale T0. Quatre températures initiales sont utiliséespour e�etuer es simulations : T0 = 293K, T0 = 318K, T0 = 343K et
T0 = 368K. La fore de laminage présente peu de sensibilité à la tempéra-ture initiale T0 de la pièe (�gure 4.24-). Cependant, l'élargissement de labarre augmente ave l'élévation de la température T0 (�gure 4.24-d). Cettesensibilité dépend en plus de l'érasement ∆h du barreau.4.5 ConlusionLa omparaison des préditions des modèles GTN et GLD a été e�etuée dansle as de la simulation de l'érasement de trois lopins de formes di�érentes et del'emboutissage d'une t�le mine. Dans ette dernière ironstane, les résultatsexpérimentaux et eux obtenus ave le modèle GTN présentent un grand éart.Par ontre, la fore maximale d'emboutissage et le déplaement du poinçon luiorrespondant alulés en utilisant le modèle GLD sont très satisfaisants. L'étudedu laminage d'une barre arrée en 3D a permis de mettre en évidene le r�le del'éhau�ement thermique d'origine méanique au ours de la mise en forme. Elle aaussi servi à étudier les di�érents paramètres qui in�uenent e proédé y omprisl'e�et de la température initiale de barre avant l'opération de mise en forme.
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Appendie au hapitre 4
A.1. Calul des ontraintes axiale et orthoradialeagissant sur la surfae extérieure du lopinLes ontraintes orthoradiale Σθθ et axiale Σzz agissant sur la surfae extérieuredu lopin ont été estimées à partir des mesures des déformations au même en-droit [GRM96℄. Nous présentons les grandes lignes de es aluls.En supposant que le omportement du matériau obéit à la loi de Levy-Mises,l'inrément de déformation plastique s'érit

dEij = dλ
′

ij (2)où Σ
′

ijsont les omposantes du déviateur des ontraintes. Puisqu'au niveau de lasurfae extérieure, la ontrainte radiale est nulle Σrr = 0, nous pouvons érire
dErr = 0

dEθθ = dλΣ
′

θθ (3)
dEzz = dλΣ

′

zzDu système d'équations 3, nous avons
Σθθ

Σzz
=

2βθz + 1

βθz + 2
(4)où βθz = dEθθ/dEzz est la pente de la ourbe Eθθ = Eθθ (Ezz). La ontrainteéquivalente de von Mises dans e as est donnée par la relation

Σeq =
√

Σ2
θθ + Σ2

zz − ΣθθΣzz (5)171



172 Appendie au hapitre 4En introduisant le oe�ient βθz dans l'équation 5, nous aboutissons à
Σzz = ±

(

βθz + 2
)

√

3 (βθz)2 + 3βθz + 3
Σeq (6)

La déformation plastique umulée Ēp
eq =

∫ t

0

˙̄Ep
eq =

∫ t

0

√

2
(

Ė
p

: Ė
p
)

/3 est ob-tenue en utilisant l'expression du travail plastique volumique Π sur la surfaeextérieure du lopin
dΠ = Σθθ dEθθ + Σzz dEzz (7)En utilisant les relations 6 et 7, nous obtenons

Ēp
eq =

2√
3
|
∫ Ezz

0

√

(Eθz)2 + Eθz + 1 | dEzzA.2. Critère de Hill et oe�ients d'anisotropieHill (1948) a proposé un ritère de plastiité pour matériaux orthotrope, 'est-à-dire qui respetent les trois plans de symétrie matérielle. Les intersetions de esplans de symétrie sont les axes d'orthotropie qui ont été pris omme repère pourl'ériture du ritère. Ce dernier s'érit
Φ =

1

2

[

F (σyy − σzz)
2 +G (σzz − σxx)

2 +H (σxx − σyy)
2 + 2

(

Lσ2
yz +Mσ2

zx +Nσ2
xy

)](8)
F , G, H , L, M et N sont les onstantes d'anisotropie. Elles sont déterminées parune série d'essais de tration suivant les trois diretions orientées suivant 0�, 45�et 90�par rapport à la diretion de laminage. Un matériau anisotrope peut êtrearatérisé par un oe�ient d'anisotropie, appelé oe�ient de Lankford quiest dé�ni omme le rapport de la déformation plastique εp2 suivant la diretion dela largeur (90�) et la déformation plastique εp3 suivant la diretion de l'épaisseur(45�)

r =
εp2
εp3

(9)La déformation plastique suivant l'épaisseur étant petite, elle est remplaée par ladéformation plastique suivant la diretion de la longueur (0�), en utilisant l'hypo-thèse de d'inompressibilité plastique
r = − εp2

εp1 + εp2
(10)



173Le oe�ient de Lankford s'exprime don en fontion de la diretion de laminage
ψ par

rψ =
H + (2N − F −G− 4H) sin2 ψ cos2 ψ

F sin2 ψ +G cos2 ψ
(11)
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Conlusion générale
L'objetif prinipal de e travail de thèse a onsisté à valider un modèle miro-méanique pour la simulation numérique en mise en forme de matériaux. Le butreherhé étant de mettre à la disposition des industriels un outil apable de pré-dire les zones d'amorçage de l'endommagement ainsi que son évolution en oursde hargement. Pour ela, il a fallu mettre en ÷uvre une modélisation des troisméanismes physiques qui gouvernent la rupture dutile des métaux. Une atten-tion partiulière a été aordée aux éhau�ements générés durant le proessus dedéformation. Le ouplage réalisé entre la température, la plastiité et l'endommage-ment permet de dérire l'éhau�ement de la matière lié à la dissipation méaniqueaussi bien dans des onditions adiabatiques que dans la situation où des éhangesthermiques peuvent s'opérer.Les aspets théoriques et numériques entrant dans notre démarhe ont été abordés.La phase de nuléation est supposée ontr�lée par la déformation plastique umu-lée, omme proposé par Needleman et Rie [NR78℄. Le stage de la roissaneest dérit ave le modèle GLD que nous avons étendu au as d'une matrie ayantun omportement thermoméanique. Deux ritères de oalesene ont été utilisésselon le type de alul. Le premier permet de prédire le début de la de oales-ene lorsque la porosité atteint une valeur ritique fc introduite par l'utilisateur,le deuxième est le ritère de oalesene par strition interne du ligament établipar Thomason [Tho85, Tho90℄. Cette modélisation de la ruine dutile sembleplus appropriée en raison d'une part de la apaité du modèle GLD à reproduirele hangement de forme des avités sous l'e�et de l'éoulement plastique de la ma-trie, et d'autre part de l'éhau�ement thermique qui se produit dans les métauxpendant leur mise en forme.La mise en ÷uvre informatique de la loi de omportement thermo-miroméaniquea été faite en adoptant la formulation variationnelle à deux hamps (le déplaementet la température), disponible ave le shéma expliite d'Abaqus. La résolution dee problème s'e�etue d'une manière séquentielle en intégrant le problème méa-nique puis thermique, après avoir alulé la dissipation plastique. Le modèle GLDainsi formulé a été implémenté en suivant le shéma élaboré par Aravas [Ara87℄.Les aspets numériques liés à son extension aux grandes déformations ont été trai-tés. Sa validation a été e�etuée aussi bien sur des essais simples (alul de ellules,essais de trations) que sur des exemples industriels de mise en forme. Les résultats175



176 Conlusion généraleobtenus ont on�rmé le r�le de la prise en ompte du hangement de forme desavités au ours du hargement et elui de l'e�et du ouplage thermoméaniquesur la réponse du matériau.Cependant, d'autres développements sont néessaires a�n d'a�ner les préditionsdes simulations et généraliser son utilisation pour l'étude d'autres proédés defabriation. L'optimisation des opérations de mise en forme des matériaux doitaussi tenir ompte de fateurs autres que la pièe à former. En e�et, la modélisationde la déformabilité et de l'endommagement des outils, ainsi que de l'interfae pièe-outil est un fateur déterminant pour l'obtention de la forme �nale désirée. Unemeilleure desription de es interations peut être envisagée en introduisant leouplage frottement-température, en y inluant les e�ets de la température etéventuellement de l'endommagement.Nous n'énonçons ii que les perspetives qui ont trait à l'amélioration de la modé-lisation numérique de la rupture dutile des métaux, qui intéressent atuellementl'équipe "Méanique & Numérique" du laboratoire G.M.M.S25, sans aborder les as-pets expérimentaux qui ne sauraient être éartés dans toute démarhe d'analysebasée sur des modèles miroméaniques.E�et des inlusions. Siruguet et al. [SL04a, SL04b℄ ont proposé deprendre en ompte la sous-estimation de la roissane des avités par lemodèle GLD dans le as de faibles triaxialités. Ce défaut s'explique par lefait que la roissane de la porosité dans le as de e ritère est ontr�lée parla ontrainte hydrostatique qui apparaît dans le terme osinus hyperbolique.Il s'ensuit que l'évolution de l'endommagement n'est pas orretementdérite dans le as d'une triaxialité petite (se rapprohant de zéro) .En exploitant les onlusions d'études expérimentales, e�etuées à l'IRSID,mettant en évidene le r�le des inlusions dans de telles ourrenes, esauteurs proposent de remédier à et état en introduisant des onditions de"bloage". Ces dernières représentent la ironstane où la refermeture desvides est empêhée par les inlusions. L'analyse e�etuée par Siruguetet al. a onsisté à utiliser la même expression du ritère GLD, puis àdéterminer les nouvelles formulations des oe�ients C, η, κ et α2 quisatisfont la représentation utilisée. Les deux premiers paramètres ont étéobtenus aux points d'intersetion des deux ritères, alors que les deux autresont été ajustés sur des aluls numériques. Le modèle est omplété par uneloi d'évolution du paramètre de forme S dont l'expression dépend du typede bloage (axial ou radial).Réemment, Monhiet et al. [MCD07℄ ont proposé une nouvelle formu-lation du ritère de plastiité. Le terme qui gouverne les variations desfrations volumiques des vides dans e dernier fait apparaître un ouplageentre la ontrainte isaillement et l'endommagement du matériau. Son25Laboratoire Groupe Méanique, Matériaux et Strutures de l'université de ReimsChampagne-Ardenne.



177expression dans le as d'une avité sphérique est donnée par
(

Σeq

σ0

)2

+ 2f cosh

(

1

σ0

√

9

4
Σ2
h +

2

3
Σ2
eq

)

− 1 − f 2 = 0Cette modélisation semble être une voie intéressante à exploiter pour orrigerla sous-estimation de la porosité à faibles triaxialités.Matrie orthotrope Plusieurs modèles ont été élaborés pourprendre en ompte le omportement anisotrope de la ma-trie [BBP04b, CLOC03b, BMWL05℄. Ces auteurs ont, à quelquesdi�érenes près, proposé de réérire le ritère GLD en remplaçant laontrainte déviatorique ‖ Σ
′

+ ηΣX ‖ qui apparaît dans l'expression duritère GLD par :
3
(

Σ
′

: H : Σ
′
)

/2Réemment, Monhiet et al. [MGCD06℄ ont repris l'analyse limite de Go-loganu et al. [GLD93, GLD94℄ et l'ont appliquée à un V.E.R. de mêmeforme mais dont le omportement de la matrie est rigide-parfaitement plas-tique et orthotrope. Le ritère obtenu s'érit :
(

Σ∗
eq

σ0

)2

+ 2 (1 + g) (f + g) cosh

(

3Σ∗
h

pσ0

)

− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0

Σ∗2
eq = Σ2

eq + k1Σ
∗2
h + k2Σ : Q2 − 2k3Σ

∗
hΣ : Q, Σ∗

h =
1

3
Σ : Xoù k1, k2, k3 et p sont des oe�ients qui dépendent de la géométrie de laavité, de la porosité f et des oe�ients d'anisotropie de la matrie.Matrie visoplastique Flandi et al. [FL05a, FL05b, ?℄ ont proposé uneextension du modèle GLD au as d'une matrie visoplastique obéissant àla loi de Norton de oe�ient m. Le ritère visoplastique a été obtenu enimposant au modèle de respeter ertains modèles de référene, notammentle modèle GLD dans la situation où m → ∞. Le potentiel obtenu s'érit enreprenant les notations de es auteurs :

Φ = Cm (Q+ ηmH)2 + (1 + g) (f + g)

[

F (κmH) +
m− 1

m+ 1

1

F (κmH)

]

− (1 + g)2 − m− 1

m+ 1
(f + g)2 = 0

F (κmH) =



1 +
1

m
(κm | H |)

m+ 1

m





moù Q et H sont des oe�ients qui dépendent de l'état de ontrainte et de laforme des avités. Les expressions des oe�ients Cm, κm et ηm dépendent



178 Conlusion généralede la géométrie de la avité, de la porosité et du oe�ient m. Le modèleest omplété par une loi d'évolution du paramètre de forme S qui prend enompte le omportement de la matrie à travers le oe�ient m.Approhe non-loale. La formulation d'un modèle non-loal peut être ef-fetuée en déloalisant la variable de dommage [LPD94, TN97, BMWL05℄.Leblond et al.[LPD94℄ ont proposé une forme non-loal du modèle de Gur-son en faisant une moyenne de la porosité, en haque point, sur une régionvoisine dé�nie. La mise en ÷uvre de ette forme a été e�etuée en introdui-sant une éhelle de longueur matérielle qui n'est supposée dépendre que de laporosité. Par onséquent, l'évolution de la porosité en un point matériel estin�uenée par sa distribution sur toute la région onsidérée. Le traitementnon-loal de la porosité indépendamment de la déformation plastique donnedes résultats qui ne sont pas toujours satisfaisants [BMWL05℄. Pour remédierà ela, il est néessaire d'inorporer aussi une loi non-loal de la déformationplastique [BMWL05℄
df (x) =

1
∫

V
dw(s) dV (s)

∫

V

dfloc (x+ s) w (s) dV (s)

dε̄p (x) =
1

∫

V
dw(s) dV (s)

∫

V

dε̄ploc (x+ s) w (s) dV (s)où dw(s) est une fontion poids.Érouissage inématique L'e�et de l'érouissage inématique de la ma-trie peut être pris en ompte en remplaçant le terme déviatorique ‖
Σ

′

+ ηΣX ‖ qui apparaît dans le ritère GLD par un terme de la forme
{

Σ
′

− α
}T

: Z :
{

Σ
′

− α
}. Où Z est le tenseur des modules élastiques quipeut être isotrope ou anisotrope selon le omportement du matériau et α lavariable tensorielle aratérisant l'érouissage inématique. Des ajustementsde ertains oe�ients du ritère ainsi modi�é en omparant es préditionsaux aluls de ellules peuvent s'avérer néessaires a�n de véri�er la perti-nene de l'extension.



Annexe A
Méthode de longueur d'ar

A.1 IntrodutionNous présentons dans e qui suit la méthode de longueur d'ar [Rik72, Rik79,Cri86, Cri91, Cri97, Ram81a, Ram81b℄. Cette dernière se distingue par l'intro-dution d'une nouvelle variable ℑ appelée longueur d'ar qui dé�nie un domainegéométrique entré sur le dernier point onvergé. Elle est essentiellement employéedans deux situations que sont les problèmes de �ambement de strutures et euxdérivant la dégradation des matériaux en ours de déformations. En e�et, dans leas où le omportement du matériau est radouissant, 'est-à-dire présentant un"pi", les algorithmes lassiques de résolution, tel que le shéma statique impliite,ne dérivent pas orretement la réponse du matériau, d'où la néessité de reourirà e type de shémas.A.2 Formulation du problèmeLe traitement d'un problème méanique par la méthode des éléments �nis de typedéplaement onduit d'une façon générale à la résolution d'un système d'équationsalgébriques donnée par la relation (2.31). Dans le as d'une résolution ave uneméthode de type Riks [Rik72, Rik79, Cri86, Cri91, Cri97, Ram81a, Ram81b℄,l'équation d'équilibre s'exprime sous la forme :
R (u, ϑ (t)) = Fint − ϑ (t) Fext = 0 (A.1)où ϑ (t) désigne un paramètre salaire qui est introduit pour ontr�ler le harge-ment exeré à l'instant t. La solution du système d'équations (A.1) est en fait unouple (u, ϑ) assoiant la réponse en déplaement de la struture à la solliitation179



180 Annexe A. Méthode de longueur d'ardonnée. La méthode de pilotage en longueur d'ar permet de suivre la branhed'équilibre même dans le as de brusques hangements de pente. La longueur dela branhe ℑ est dé�nie par
ℑ =

∫

dℑ (A.2)ave :
dℑ =

√

duTdu + (dϑ)2 Θ2 F T
extFext (A.3)où Θ est le fateur de graduation salaire. Il est égal à 1 lorsque le shéma derésolution adopté est la méthode de longueur d'ar sphérique et 0 quand 'est laméthode de longueur d'ar ylindrique qui est employée. L'équation (A.3) s'éritsous la forme inrémentale omme suit :

a = ∆uT∆u + (∆ϑ)2 Θ2 F T
ext

Fext − (dℑ)2 (A.4)L'équation d'équilibre (A.1) peut être réérite sous la forme :
R (ℑ) = Fint [u (ℑ)] − ϑ (ℑ) Fext = 0 (A.5)La relation (A.4) est une équation elliptique qui lie les inréments de déplaementset le fateur de harge. Le veteur ∆u et le salaire ∆ϑ sont inrémentés au fur età mesure jusqu'à e que l'équilibre soit véri�é. Le système d'équations (A.4)-(A.5)est impossible à résoudre diretement. Par onséquent, il est néessaire de passerpar un proessus itératif de résolution. Le proessus le plus ouramment utiliséest fondé sur une méthode de linéarisation des équations non-linéaires d'équilibreutilisant le développement en série de Taylor d'ordre 1. Nous obtenons :















Rn+1 = Rn +
∂R

∂u
δu +

∂R

∂ϑ
δϑ = Rn + Kδu − Fextδϑ = 0

an+1 = an + 2∆uTδu + 2∆ϑδϑΘ2 F T
ext

Fext = 0

(A.6)Plusieurs tehniques ont été proposées pour résoudre e système d'équations. Nousprésentons dans e qui suit, la méthode de longueur d'ar sphérique26 proposée parCrisfield [Cri86, Cri91, Cri97℄ et elle dite de longueur d'ar linéarisée, appeléeaussi méthode de Riks-Ramm [Rik72, Rik79, Ram81b, Ram81a℄.26Le terme sphérique vient du fait qu'il existe une variante à ette méthode, appelée mé-thode de longueur d'ar ylindrique, pour laquelle le fateur de graduation Θ est égal à 0. Cettepartiularité induit beauoup de simpli�ations au ours du proessus de résolution.



A.3. Méthodes de résolution 181A.3 Méthodes de résolutionA.3.1 La méthode de Crisfield de longueur d'ar sphé-riqueElle se distingue par la signi�ation donnée à la longueur d'ar ℑ. Dans le asprésent, ette dernière est dé�nie omme le rayon d'une sphère entrée sur ledernier point onvergé. Il s'ensuit que la résolution du problème onsiste à trouverla solution de l'équation d'équilibre (A.1) qui se trouve à une longueur d'ar ℑ dudernier point onvergé.La résolution direte du système (A.6) en supposant l'équilibre et la onditionsupplémentaire (A.6-b) tout deux véri�és, nous onduit au système suivant27 :
[

δu
δϑ

]

= −
[

K −Fext

2∆uT 2∆ϑΘ2F T
extFext

] [

Rn

an

] (A.7)Le jaobien ainsi formé est et reste régulier même dans le as où la matrie Kest singulière [RR87℄. La résolution direte de e système est très pénalisant enraison du grossissement de la matrie et de sa perte de symétrie. Pour palier ettesituation une tehnique qui traite séparément la première itération et les itérationssuivantes est généralement adoptée.1ère itération. Partant du dernier point onvergé (

u0
n+1, ϑ

0
n+1,Fext

)orrespondant à l'inrément (n), nous herhons la solution à l'itéré 1,
(

u1
n+1, ϑ

1
n+1,Fext

). Par onséquent, nous pouvons érire :
(

∆u1
n+1

)T
∆u1

n+1 +
(

∆ϑ1
n+1

)2
Θ2 F T

ext
Fext − (dℑ)2 (A.8)Par ailleurs, en utilisant la matrie tangente K alulée au dernier pointonvergé, nous avons :

∆u1
n+1 = ∆ϑ1

n+1K
−1Fext (A.9)En injetant l'équation (A.9) dans (A.8), nous obtenons :

(

∆u1
n+1

)2
[

Θ2 F T
extFext +

(

K
−1Fext

)2
]

= dℑ2 (A.10)27Bien que la méthode de longueur d'ar sphérique de Crisfield préonise une valeur Θ =

1, nous gardons l'expression de la variable Θ dans les expressions qui vont suivre, en raisonnotamment des formulations proposées par d'autres auteurs. Par exemple, Padovan proposed'employer des valeurs de Θ prohes de 1 dans les étapes initiales de la résolution et des valeursplus petites quand on s'approhe du pi [PA82℄.



182 Annexe A. Méthode de longueur d'arIl s'ensuit :
∆u1

n+1 = ± dℑ
√

Θ2 F T
ext

Fext +
(

K
−1Fext

)2
(A.11)Le signe positif est hoisi dans le as du premier itéré. La fatorisation dela matrie K au ours du proessus de résolution est souvent e�etuée enutilisant la méthode de Choleski :

K = LT
DL (A.12)où les matries D et L sont respetivement diagonale et triangulaire supé-rieure.Itérations suivantes. L'inrément de déplaement δuiter+1

n+1 à l'itération
(iter + 1) est relié à l'inrément de harge δϑiter+1

n+1 = ϑiter+1
n+1 − ϑitern+1 pendantla même itération par la relation :
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] (A.16)En développant l'équation (A.16), nous obtenons l'expression :
δuiter+1

n+1 = −K
−1Riter + ϑiter+1

n+1 K
−1 Fext (A.17)D'autre part, le système d'équations omposé des relations (A.8) et (A.17) ex-primé à l'itéré (iter + 1) en utilisant la formule ∆uiter+1
n+1 = ∆uiter

n+1 + δuiter+1
n+1nous amène à l'ériture :
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−1 Fext (A.18)où ∆uiter
n+1, ϑitern+1 et Riter sont onnus. En injetant la relation (A.18-b)dans (A.18-a), nous obtenons une équation du seond degré en ϑiter+1
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A.3. Méthodes de résolution 183ave :
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− (dℑ)2L'équation (A.19) possède deux solutions. En pratique, nous hoisissons laraine ϑiter+1
n+1 qui minimise l'angle αRdonné par la formule :

cosαR =
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∆uiter+1

n+1

)

+ Θ2 ϑitern+1 ϑ
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n+1 F T
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(dℑ)2 (A.20)Cette proédure permet une inrémentation automatique du hargement.A.3.2 La méthode de Riks-Ramm de longueur d'ar linéa-riséeCette méthode suit le même prinipe que la préédente. Elle peut, ependant,donner lieu à des problèmes de onvergene lorsque la réponse de la strutureétudiée présente de brusques hangements de pente. La stratégie de résolutiontelle que proposée par Riks [Rik72, Rik79℄ onsiste à appliquer diretement laméthode de Newton Raphson aux équations (A.1) et (A.4).Nous déduisons de l'équation (A.6-b) la relation :
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(A.21)ou enore :
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(A.22)Dans le as où la longueur d'ar aitern+1 est nulle, nous retrouvons l'ap-prohe proposée par Ramm [Ram81b, Ram81a℄ : à haque itération, la droite
(
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) dé�nissant la relation linéaire entre harge et déplae-ment est orthogonale à la rigidité séante orrespondante (∆uiter
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).Par ailleurs, l'inrément du paramètre de hargement est déduit de la formule :
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184 Annexe A. Méthode de longueur d'arEn insérant la relation (A.22) dans (A.23), nous obtenons :
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n+1 (A.24)L'utilisation de la relation :
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] (A.26)Cette tehnique est voisine de la proédure originale de Riks [Rik72,Rik79℄. Elle en di�ère ependant par le fait qu'elle suppose que la droite
(

δuiter+1
n+1 , δϑiter+1

n+1 Θ Fext

) dé�nissant la relation linéaire entre harge et déplae-ment est orthogonale, au dernier point onvergé, à la matrie tangente onsidéré.Ce qui permet une approximation plus �ne du trajet de hargement.



Annexe B
Gestion numérique du ontatfrottement

On est souvent amené, lors de la simulation des proédés de mise en forme, àmettre en ontat di�érentes pièes (t�le, matrie, poinçon...) de di�érentes nature(déformable, rigide...) introduisant ainsi des e�ort de ontat. L'évolution de esfores au ours du temps étant une inonnue du problème, ette situation provoquede nouvelle non-linéarité lors de la résolution de l'équation (2.5). Dès qu'il y aontat entre solides, il y a néessairement transmission d'e�orts entre les surfaesqui se touhent générant ainsi :
◆ des ontraintes normales, lorsque le ontat est sans frottement,
◆ lorsque le ontat se fait ave frottement, alors il y a possibilité de transmissionde ontraintes de isaillement.Le ontat peut avoir lieu soit entre :
◆ un solide déformable et un solide non déformable,
◆ deux solides déformables
◆ auto-ontat, lorsqu'une partie du solide touhe une autre partie du même solide.Nous présentons dans un premier temps quelques aspets théoriques du ontat-frottement entre un solide rigide et un autre déformable, puis nous aborderonsquelques notions sur la gestion numérique du ontat lors de la simulation ave leode de alul Abaqus. 185
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Fig. B.1 � Deux solides en ontatB.1 analyse du ontatL'étude du ontat est basée sur les onditions d'impénétrabilité entre deux fron-tières ΓRc d'un solide rigide VR, et Γc d'un autre solide déformable V , qui s'érivent :
{

∀t, ∀p1 ∈ Γ1
c p1 /∈ Γ2

c

∀t, ∀p2 ∈ Γ2
c p2 /∈ Γ1

c

(B.1)A partir de es onditions, plusieurs formulation ont été proposée pour la priseen ompte du ontat. Nous allons présenter deux de es formulations : le ontatunilatéral de Signorini et le ontat bilatéral.B.1.1 Contat unilatéralSoit un solide déformable, noté V et un autre solide rigide, noté VR qui peuventse mettre en ontat en un point de position X sur le solide déformable omme lemontre la �gure B.1. La distane entre le point repéré par X et sa projetion surla surfae du orps rigide XR est donnée par la relation :
dn = (X − XR)n (B.2)La réation normale au point X s'érit alors :
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Rn = Rn (B.3)Il s'ensuit que les onditions de Signorini s'expriment omme suit :

dn ≥ 0; Rn ≥ 0; dnRn = 0 (B.4)Ces onditions traduisent la situation que deux solides initialement en ontatpeuvent se déoller. Ces onditions peuvent s'expliiter omme suit :
◆ La première ondition : dn > 0, appelée ondition de ontat inématique,exprime la ondition de non pénétration du solide rigide au travers la surfaedu solide déformable.
◆ La deuxième ondition : Rn ≥ 0 traduit l'existene d'une fore de réationpositive ou nulle lors du ontat
◆ La dernière ondition dnRn = 0, appelée aussi relation omplémentaire, déritdeux situations possibles :

• Une situation de ontat dans le as où dn = 0 et Rn > 0.
• Une situation de déollement dans le as où dn > 0 et Rn = 0.B.1.2 Contat bilatéralLe ontat bilatéral signi�e que le ontat normal est maintenu, alors que le dé-plaement relatif tangentiel est laissé libre. Le veteur ontrainte tangentielle estdonné par la relation :

Rtt = R−Rnn, (B.5)et la sission de ontat s'érit omme suit :
τ =

√

τ 2
1 + τ 2

2 (B.6)B.2 Gestion inrémentale du ontatAu ours de la simulation, les n÷ds se trouvant au voisinage de l'outillage sontanalysés a�n de déteter d'éventuelles entrées ou sorties de ontat. La distaneentres es n÷ds et la surfae de l'outil est par onvention positive, il s'ensuit quela onditions de non pénétration doit être véri�ée à la �n de haque inrément :
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t + ∆t

P
Pt

n

Outil

Pt

t + ∆t
P

n

Outil

b) Interdiction d'un déplacement licitea) Autorisation d'un déplacement illiciteFig. B.2 � Erreur due à l'approximation de la surfae de l'outil par un plan.
dn (t+ ∆t) ≥ 0 (B.7)Après développement, ette expression peut être linéarisée au premier ordre :

dn (t+ ∆t) = dn (t) + (vout − v (t))n (t) ∆t+O
(

∆t2
) (B.8)où vout et v (t) sont respetivement les vitesses de l'outil et du n÷d onsidéré. laondition de non pénétration peut être réérite sous la forme :

[h (v (t))]+ =

{

h [v (t)] si h [v (t)] ≥ 0

0 si h [v (t)] < 0
(B.9)où la fontion h est donnée par

h [v (t)] = (vout − v (t)) n (t) − dn (t)

∆t
(B.10)Cette expression est à la fois impliite puisque la ondition de non pénétrationest dé�nie à l'instant (t+ ∆t) et expliite dans la mesure où n (t) et dn (t) sontestimés à l'instant (t). Par ailleurs, le fait de supposer la normale onstante auours de l'inrément revient à approher la surfae de l'outil par un plan de nor-male n (t). Cei peut entraîner l'autorisation d'un déplaement illiite (B.2-a) oul'interdition d'un déplaement liite (B.2-b). Pour remédier à ette situation, uneméthode inrémentale impliite reposant sur une atualisation de la normale auours des itérations suessives et utilisant la méthode de Newton-Raphson estgénéralement employée. Cependant, ette méthode néessite des temps de alulplus grands. Cette proédure fait usage d'une méthode de pénalisation, 'est-à-dire que la ontrainte de non pénétration est imposée à travers un oe�ient de



B.3. Modèles de frottement usuels 189pénalisation ς. La formulation faible en prenant en ompte le ontat s'exprimealors par
−
∫

V

Σ : δĖdV+

∫

V

Fvδu̇dV+

∫

Γs

Fsδu̇dΓ+ς
∑

xk∈Γc

[h (v (t))]+ n (t) δu̇+

∫

Γc

Fcδu̇dΓ = 0(B.11)B.3 Modèles de frottement usuelsOn appelle modèle de frottement, toute relation permettant de aluler le veteurontrainte tangentielle en fontion de ertains paramètres, dont on peut iter :
◆ la ontrainte normale σn, la vitesse de glissement Vg, la température T ...,
◆ les propriétés physiques du omportement des surfaes en ontat,
◆ la lubri�ation ....Il est di�ile de modéliser l'e�et de tous es paramètres. Les modèles disponiblesse basent, en général, sur quelques uns de es paramètres. Avant de présenter deuxdes modèles de frottement disponibles dans Abaqus, nous allons dé�nir la notionde seuil de glissement.Notion de seuil de glissementLa notion de seuil de glissement en un point, entre deux solides se base sur l'hypo-thèse de l'existene d'une ontrainte tangentielle ritique τcrit au dessus de laquelleapparaît un glissement signi�atif. Nous aurons don deux situations :
◆ τ < τcrit ⇒ Vg = 0 ; le ontat est dit ollant.
◆ τ ≥ τcrit ⇒ ∃λc ≥ 0 ; Vg = −λcτ ; le ontat est dit glissant.B.3.1 Modèle de CoulombIl est le plus utilisé des modèles de frottement. Il se base sur la notion de seuil deglissement ainsi que sur l'introdution de l'e�et de la omposante normale de laréation R au travers la pression de ontat Pc omme le montre la �gure B.3. Laloi de frottement de Coulomb s'érit :

τ ≤ µfPc
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Fig. B.3 � Représentation du modèle de Coulomb
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τ
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Collant

Glissant

Collant

GlissantFig. B.4 � Représentation du modèle de Tresa
◆ Si τ < µfPc, on aura adhérene entre les deux solides en ontat.
◆ Si τ = µfPc, on aura glissement entre les deux solides à une vitesse de glissement
V = −λcτ .

µf est le oe�ient de frottement de Coulomb, il est ompris entre µf = 0.01dans le as de surfaes en ontat lubri�ées et µf = 0.5 dans le as de surfaessèhes.B.3.2 Modèle de TresaLe modèle de Tresa se base sur l'hypothèse que la ontrainte de frottement τ estproportionnelle à la ontrainte d'éoulement σ̄. La loi de frottement de Tresa
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τ ≤ mT

σ̄√
3Ce modèle présente aussi deux situations :

◆ Si τ < mT
σ̄√
3
, on aura adhérene entre les deux solides en ontat Vg = 0.

◆ Si τ = −mT
σ̄√
3

V g

| V g | , on aura glissement entre les deux solides à une vitessede glissement V = −λcτ .Le modèle de Tresa présente deux partiularité : le seuil de frottement resteonstant et la sission est indépendante de la pression de ontat.B.4 Approhe du ontat dans AbaqusAbaqus propose de gérer et de modéliser le ontat entre deux surfaes réuniesau sein d'une paire de ontat (Contat pair), ou nous distinguons une surfae"maître" et une surfae "eslave". Le traitement du ontat e�etué par Aba-qus vise à empêher que les noeuds de la surfae "eslave" traversent la surfae"maître". De ette restrition apparaissent des di�ultés liées à la dé�nition dessurfaes andidates au ontat a�n d'exprimer les ontraintes à haque pas dealul en respetant les relations de frottement. Nous allons présenter quelquespréautions à prendre lors de la simulation, les détails de ses aspets peuvent êtreretrouvées dans Abaqus Theory Manual [ABA05℄.Abaqus /Standard Lors de l'utilisation du solveur impliite d'Abaqus, la no-tion de surfaes "maître" et "eslave" est utilisée de telle façon que la diretionde ontat soit toujours perpendiulaire à la surfae "maître". Dans e as lese�orts de ontat sont transmis suivant ette normale, alors que les fores tan-gentielles, s'il y a glissement ave frottement, sont transmises parallèlement à lasurfae "maître". Cette dernière doit être ontinue.Le hoix des limites de haune des surfaes "maître" et "eslave" doit se faired'une manière judiieuse. Prévoir la possibilité de ra�ner le maillage des surfaesandidates au ontat appartenant à la pièe si des problèmes liés au ontatapparaissent, notamment lorsque la ondition de pénétration n'est pas satisfaite.Abaqus /Expliit La résolution des problèmes de ontat dans Abaqus/expliitse fait aussi en utilisant la notion de surfaes "maître" et "eslave", ave toutefois



192 Annexe B. Gestion numérique du ontat frottementune possibilité d'inverser le r�le de haune des surfaes. Don la surfae maîtren'est pas néessairement une surfae régulière.Lorsque nous utilisons un maillage ave des éléments oque ou membrane, Aba-qus/Expliit tient ompte de l'épaisseur ourante de es éléments.
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RésuméLe but de ette thèse est de valider un outil numérique apable de prédire l'endommagement des métaux en ours de mise enforme. La modélisation miroméanique retenue pour e�etuer e travail prend en ompte le hangement de forme des avitésdans le matériau qui se déforme. L'in�uene de l'éhau�ement thermique d'origine méanique est inorporée dans le modèle. Cesouplages, introduits dans des onditions adiabatiques et non adiabatiques, sont ensés mieux rendre ompte de l'évolution de lamirostruture. Notamment, en raison de l'adouissement thermique qui y est généré.Ces lois de omportement sont implémentées dans le ode ABAQUS en utilisant l'algorithme proposé par Aravas. Dans le as d'unemodélisation thermoméanique non adiabatique, le shéma expliite séquentiel est utilisé. Celui-i permet une résolution en deuxtemps : alul de la solution méanique et de la dissipation plastique orrespondante, puis estimation de l'éhau�ement thermiquegénéré par ette dissipation.Une tehnique de aluls expliite de ellules développée a�n de maintenir une triaxialité onstante tout au long du hargement estexploitée pour valider l'implémentation de la loi de omportement. Deux simulations de tration d'une barre ylindrique lisse etd'une éprouvette axisymétrique entaillée sont ensuite e�etuées. La première permet de mettre en évidene le r�le du hangementde forme des vides et la deuxième l'in�uene du ouplage thermo-miroméanique. Finalement, le modèle est onfronté aux résultatsnumériques et expérimentaux obtenus au ours de trois proédés de mise en forme que sont : l'érasement de lopins, l'emboutissaged'une t�le et le laminage d'une barre.Mots lés. Calul de ellules. Forme des avités. Mise en forme. Modélisation thermo-miroméanique. Porosité. Shéma expli-ite. Simulation numérique. AbstratThe purpose of this thesis is to validate a numerial tool able to predit damage during metals forming proesses. Miromehanialmodeling hosen to arry out this work takes into aount the avities form hange during material deformation. Thermal heatingin�uene due to mehanial dissipation is inorporated in the model. These ouplings, introdued under adiabati and non-adiabationditions, are supposed to better aount for the evolution of the mirostruture. In partiular, beause of the thermal softeninggenerated there.Implementations of those onstitutive laws in Abaqus software are possible using Aravas's algorithm. In the ase of a nonadiabatithermomehanial behaviour the sequential expliit sheme is used. This one allows a resolution in two steps : omputation of themehanial solution and the orresponding plasti dissipation, then estimation of the thermal heating generated by this dissipation.An expliit tehnique of elementary ells alulations developed with an aim of maintaining a onstant triaxiality throughout loadingis exploited to validate the implementation of the onstitutive law. Two simulations of tration of smooth ylindrial and nothedaxisymmetri bars are then arried out. The �rst highlights the role of the voids form hange and the seond the in�uene of thethermo-miromehanis oupling. Finally, the model is onfronted with numerial and experimental results obtained during threeworking proesses, namely : piees upsetting, sheet stamping and bar rolling.Keys words. Cells omputation. Cavities Shape. Metal forming. Thermo-miromehanial Modeling. Porosity. Expliit shemes.Numerial simulation.




